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计算问题：f : {0,1}* → {0,1}*

•表⽰⼀个数是不是素数：

∀x ∈ ℕ, f((x)2) = {1, if x is a prime;
0, otherwise .

•表⽰⼀个丢番图⽅程的解：

∀ x, f(x) =丢番图⽅程的编码 ⽅程解的编码

可等价表⽰成 f : ℕ → ℕ
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任何“有效的计算法则”都和图灵机等价

图灵机 = -演算 = 递归函数 = C++ = LaTeX = 量⼦计算机=康威
的⽣命游戏（Game of Life）=…

λ

问题  可计算f : {0,1}* → {0,1}*

存在图灵机 T : ∀x, T(x) = f(x)⟺

存在C++程序 P : ∀x, P(x) = f(x)⟺
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移动草稿纸
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问题：每⼀个函数都是可计算的吗？

⼏乎所有的函数都是不可计算的：函数的个数是不可数的， 
不同程序的个数是可数的。
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From: https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor

Georg Cantor

•如果存在单射 ，则  f : A → B |A | ≤ |B |

•如果存在满射 ，则  f : A → B |A | ≥ |B |

•如果存在双射 ，则  f : A → B |A | = |B |

考虑映射 f : A → B

单射 满射 双射



|ℚ | = |ℕ |

https://www.homeschoolmath.net/teaching/rational-numbers-countable.php
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: 可数⽆穷⼤ 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停机问题（Halting Problem）

每⼀个⾃然数都可以和C++程序建⽴⼀⼀映射：

x ∈ ℕ ↦ Px ∈ {C++程序}

考虑如下函数： 𝙷𝚊𝚕𝚝(x, y) = {0,
1,
如果 有死循环；Px(y)

如果 没有死循环.Px(y)

定理：  函数是不可计算的。𝙷𝚊𝚕𝚝
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对⾓线⽅法！

假设停机问题可以计算，即存
在程序 : P P(x, y) = 𝙷𝚊𝚕𝚝(x, y)

把  写成表格𝙷𝚊𝚕𝚝(x, y)

1 h11 h12 h13 h14 …

2 h21 h22 h23 h24 …

⋮
x hx1 hx2 hx3 hx4 …

3 h31 h32 h33 h34 …

⋮

1 2 3 4 …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
hxy = 𝙷𝚊𝚕𝚝(x, y)
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则任意 , x ∈ ℕ Px ≠ B

1 h11 h12 h13 h14 …

2 h21 h22 h23 h24 …

⋮
x hx1 hx2 hx3 hx4 … hxx

3 h31 h32 h33 h34 …

⋮

1 2 3 4 … x

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
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Program B:  
int main(int x) {  
   If P(x,x)=0 then  
      return 1;  
   else  
      for(;;); // loop forever  
}

任意 ，x ∈ ℕ hx(B),x = 1 − hx,x

则任意 , x ∈ ℕ Px ≠ B

1 h11 h12 h13 h14 …

2 h21 h22 h23 h24 …

⋮
x hx1 hx2 hx3 hx4 … hxx

3 h31 h32 h33 h34 …

⋮

1 2 3 4 … x

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
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设  为两个计算问题f, g : ℕ → ℕ

“  可（图灵）归约⾄  ”，记作 f g f ≤T g

如果有⼀个程序  能计算 ，则存在⼀个
允许使⽤  作⼦程序的程序 来计算 

B g
B A f
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0, otherwise.
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假设 ，则：f ≤T g

•如果  可计算，则  可计算g f

•如果  不可计算，则  不可计算f g

“  的难度  的难度”f ≤ g

例：证明函数

𝚃𝙼𝙴𝚀(x, y) := {1, 任意z ∈ ℕ, Px(z) = Py(z),
0, otherwise.

是不可计算的。

从停机问题归约，即证明

𝙷𝚊𝚕𝚝 ≤T 𝚃𝙼𝙴𝚀
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假设有⼀个程序  能够解 ，如何使⽤它来解  ？B 𝚃𝙼𝙴𝚀 𝙷𝚊𝚕𝚝

•给定输⼊ ，⽬标是判定 是否有死循环x, y ∈ ℕ Px(y)

•与以往不同，我们具有“超能⼒”，即判定两个程序是否等价

•构造程序 满⾜对于任意输⼊ , P1 z ∈ ℕ P1(z) = Px(y)

•构造程序 满⾜对于任意输⼊ , 均死循环P2 z ∈ ℕ P2(z)

•输出 B(x(P1), x(P2))
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给定⼀个程序，其是否死循环可以写成⼀个数学命题

不存在通用的算法判定命题是否成立！

希尔伯特第⼗问题：是否存在算法判断丢番图⽅程是 
否有解？

Matiyasevich 定理（1970）：不存在求解丢番图⽅程
的通用算法。
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假设拥有解决停机问题的超能⼒，是否能解决所有问题？

否（Counting Argument）

图灵归约定义了⼀种计算难度上的等价关系：

•  当且仅当  且 f ≡T g f ≤T g g ≤T f

计算难度等价类的结构？
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图灵度

•给定⼀个具体问题 ，等价类  为其图灵度f [ f ]

•图灵度上具有偏序关系：  iff [ f ] ≤ [g] f ≤T g

•设  为可计算问题，我们知道  f [ f ] <T [𝙷𝚊𝚕𝚝]

(Friedberg and Muchnik (1965)) 存在  与  之间的图灵度 [ f ] [𝙷𝚊𝚕𝚝]
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•可计算理论/递归论：研究不可计算
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计算问题分类

不可计算函数

可计算函数

丢番图⽅程

停机问题

•可计算理论/递归论：研究不可计算
函数

•计算复杂性/算法：研究可计算函数

这个问题能不能计算？

这个问题能多快计算？

图灵度的结构
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计算复杂性

考察可计算函数 f : {0,1}* → {0,1}*

•设 是计算  的⼀个程序，  为⼀个函数 （如 ， 等）P f TP : ℕ → ℕ n2 2n

•  在  上的运⾏时间不超过  指的是对于任意 ， 在 
步内停⽌并输出

f P TP x P(x)
TP( |x | )

•  的计算复杂性（Informal）：f min{TP ∣ P computes f}
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重见对⾓线⽅法：时间分层定理

时间分层定理：如果 ，则存在可在  内计

算但⽆法在  内计算的函数

T1(n) ≪
T2(n)

log T1(n)
T2(n)

T1(n)

证明：对⾓线⽅法：对于任何 ，⾼效的模拟 。x ∈ ℕ Px(x)


