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1 离散鞅

本节课开始，我们介绍一类新的随机过程，即鞅（martingale）。它不一定是一个马尔可

夫链（过程），随机变量之间也允许有相关性。衡量它的特征是所谓的 ‘‘条件公平性’’，我们

接下来将严格介绍。鞅论是现代概率论的核心工具，有着丰富的内容和非凡的应用。

鞅的概念首先来源于公平赌博游戏。假设你在玩一个猜大小的游戏。游戏的每一轮开

始前，你可以“押大”或者“押小”，但不管押什么，你获胜的概率都是 50%。你可以押任意多

的赌注，但无论如何，在每一轮中期望收益为零。因此，你的总财产的“期望”是保持不变。

用数学的语言描述这一性质，我们用 𝑋𝑡 表示第 𝑡 轮的收益，用 𝑍𝑡 表示第 𝑡 轮结束之后的总

财产。那么对于任何 𝑇 > 0，

𝑍𝑇 = 𝑍0 +
𝑇∑
𝑡=1

𝑋𝑡 .

这个游戏是公平游戏的含义是

∀𝑡 ≥ 0, E [𝑋𝑡+1 | 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡 ] = 0,

或者等价地

∀𝑡 ≥ 0, E [𝑍𝑡+1 | 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡 ] = 𝑍𝑡 .

我们把这一性质抽象出来，便是一般的鞅的定义。注意到我们并不要求 𝑋𝑡+1 与 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡 独

立，也就是说你的赌注可以依赖于之前的胜负情况，只要我们玩的是一个公平游戏即可。

1.1 鞅的定义

设 {𝑋𝑛}𝑛≥0 和 {𝑍𝑛}𝑛≥0 是两个随机变量序列。如果每一个 𝑍𝑛 都是可积的，并且它们满足

∀𝑛 ≥ 0, E [𝑍𝑛+1 | 𝑋0, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛] = 𝑍𝑛,

我们则称 {𝑍𝑛}𝑛≥0 是相对于 {𝑋𝑛}𝑛≥0 的一个鞅。

有的时候，我们也会直接称一个序列 {𝑍𝑛}𝑛≥0 是鞅。这意味着 {𝑍𝑛} 相对于自己是鞅，即

∀𝑛 ≥ 0, E [𝑍𝑛+1 | 𝑍0, 𝑍1, . . . , 𝑍𝑛] = 𝑍𝑛 .

为了简化记号，接下来我们用 𝑋 𝑖, 𝑗 表示随机变量序列 (𝑋𝑖, 𝑋𝑖+1, . . . , 𝑋 𝑗 )。我们注意到，条

件期望 E
[
𝑍𝑛+1

��� 𝑋 0,𝑛
]
实际上的定义是 E

[
𝑍𝑛+1

��� 𝜎 (𝑋 0,𝑛)
]
，这让我们可以用 𝜎-代数的语言更一

般地定义鞅。
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滤链的概念 考虑概率空间 (Ω,F,ℙ)。设 {F𝑛}𝑛≥0 是一列 𝜎-代数。如果满足 比如给定一族随机变量 𝑋0, 𝑋1, . . .，我们定

义 F𝑛 := 𝜎 (𝑋0, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 )，那么 {F𝑛 }𝑛≥0

就是一个滤链。F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ F𝑛 ⊆ F𝑛+1 ⊆ · · · ⊆ F,

则称 {F𝑛}𝑛≥0 为一个滤链（filtration）。直观上，它编码了逐渐增多的信息。

设 {𝑍𝑛}𝑛≥0 是一列可积的随机变量，并且对于每个 𝑛 ≥ 0，𝑍𝑛 是 F𝑛-可测的。如果

∀𝑛 ≥ 0, E [𝑍𝑛+1 | F𝑛] = 𝑍𝑛

成立，则称 {𝑍𝑛}𝑛≥0 是相对于 {F𝑛}𝑛≥0 的鞅。这个定义直观上就是说，基于前 𝑛 轮的信息，

𝑍𝑛+1 的平均值是保持不变的（即等于 𝑍𝑛）。

在上述定义中，如果要求改为 ∀𝑛 ≥ 0, E [𝑍𝑛+1 | F𝑛] ≤ 𝑍𝑛，则称 {𝑍𝑛}𝑛≥0 为上鞅（super-

martingale）。类似地，如果 ∀𝑛 ≥ 0, E [𝑍𝑛+1 | F𝑛] ≥ 𝑍𝑛，则称其为下鞅（sub-martingale）。

1.2 鞅的例子

一维随机游走 考虑一个在整数集合 ℤ上的随机游走，起点为 0。在每一步中，向左和向右

移动的概率均为 1
2。设第 𝑛 步的移动由一个取值为 {−1, +1} 的均匀随机变量 𝑋𝑛 表示。对于

任何 𝑛 ≥ 1，我们定义

𝑆𝑛 = 𝑆𝑛−1 + 𝑋𝑛 .

容易验证 {𝑆𝑛}𝑛≥0 是相对于 {𝑋𝑛}𝑛≥1 的鞅：

∀𝑛 ≥ 0, E
[
𝑆𝑛+1

��� 𝑋 0,𝑛
]
= E

[
𝑆𝑛 + 𝑋𝑛+1

��� 𝑋 0,𝑛
]
= 𝑆𝑛 + E

[
𝑋𝑛+1

��� 𝑋 0,𝑛
]
= 𝑆𝑛 .

这个例子说明，均值不唯一的随机游走我

们可以通过平移来得到鞅。这是一个很有

用的构造。
更一般地，如果 E

[
𝑋𝑛+1

��� 𝑋 0,𝑛
]
= 𝜇，定义

∀𝑛 ≥ 1, 𝑌𝑛 = 𝑋𝑛 − 𝜇, 𝑆 ′𝑛 = 𝑆 ′𝑛−1 + 𝑌𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑛 · 𝜇,

则
{
𝑆 ′𝑛
}
𝑛≥0 是相对于 {𝑌𝑛}𝑛≥1 的鞅。

均值为 1的乘积 考虑一个随机变量序列 {𝑋𝑛}𝑛≥1，其中对于所有 𝑛 ≥ 1，E
[
𝑋𝑛

��� 𝑋 1,𝑛−1
]
= 1。

定义

𝑃𝑛 =
𝑛∏

𝑘=1

𝑋𝑘 .

我们可以验证 {𝑃𝑛}𝑛≥0 是相对于 {𝑋𝑛}𝑛≥1 的鞅：

E
[
𝑃𝑛+1

��� 𝑋 1,𝑛
]
= E

[
𝑃𝑛 · 𝑋𝑛+1

��� 𝑋 1,𝑛
]
= 𝑃𝑛 · E

[
𝑋𝑛+1

��� 𝑋 1,𝑛
]
= 𝑃𝑛 .
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Galton-Watson过程 Galton-Watson 过程用来建模某个贵族姓氏灭绝的概率。在这个模型

里，令𝐺𝑡 表示第 𝑡 代的个体数量（为了方便，只考虑男性个体）。假设所有个体彼此独立的繁

殖，并且后代数量同分布。我们用 𝑋𝑡,𝑘 表示第 𝑡 代的第 𝑘 个个体的后代数量。设 𝜇 = E [𝑋𝑡,𝑘]。
于是我们有

𝐺𝑡+1 =
𝐺𝑡∑
𝑘=1

𝑋𝑡,𝑘 .

我们用 F𝑡 表示前 𝑡 代人的信息，也就是说 注意根据我们的定义 𝑋𝑡,𝑘 不是F𝑡 -可测的，

换句话说 F𝑡 不包含第 𝑡 + 1 代人数的信息。

∀𝑡 ≥ 1, F𝑡 = 𝜎 (𝑋1,1, 𝑋1,2, . . . , 𝑋𝑡−1,1, 𝑋𝑡−1,2, . . . , 𝑋𝑡−1,𝐺𝑡−1) .

所以，

E [𝐺𝑡+1 | F𝑡 ] = E

[
𝐺𝑡∑
𝑘=1

𝑋𝑡,𝑘

����� F𝑡

]
= E [𝑋𝑡,1 | F𝑡 ] ·𝐺𝑡 = 𝜇 ·𝐺𝑡 .

这个例子可以看成均值不为一的乘积的推

广。我们可以通过缩放来得到鞅。

我们定义 𝑀𝑡 := 𝜇−𝑡 ·𝐺𝑡，则

E [𝑀𝑡+1 | F𝑡 ] = 𝜇−(𝑡+1)E [𝐺𝑡+1 | F𝑡 ] = 𝜇−(𝑡+1) (𝜇 ·𝐺𝑡 ) = 𝜇−𝑡 ·𝐺𝑡 = 𝑀𝑡 .

波利亚的罐子（Pólya’s Urn） 假设一个罐子中有若干白球和黑球，除了颜色外，所有球

完全相同。每轮随机取一个球，记录其颜色，然后将该球放回，并添加一个相同颜色的球

到罐中。假设初始时罐中只有一个白球和一个黑球，为了方便，我们让轮次从 2 开始计数，

这样第 𝑛 轮后罐中总共有 𝑛 个球。令 𝑋𝑛 表示第 𝑛 轮后黑球的数量，𝑍𝑛 = 𝑋𝑛

𝑛
表示第 𝑛 轮后

黑球比例。显然有 𝑍2 = 1
2。对于所有 𝑛 ≥ 2：

E
[
𝑍𝑛+1

��� 𝑋 2,𝑛
]
=

1
𝑛 + 1

E
[
𝑋𝑛+1

��� 𝑋 2,𝑛
]
=

1
𝑛 + 1

(𝑍𝑛 (𝑋𝑛 + 1) + (1 − 𝑍𝑛)𝑋𝑛) = 𝑍𝑛 .

因此，{𝑍𝑛}𝑛≥2 是相对于 {𝑋𝑛}𝑛≥2 的鞅。

容易验证，𝑍0 = E [ 𝑓 ] 是 𝑓 的期望，而

𝑍𝑛 = 𝑓 (𝑋 1,𝑘 ) 是 𝑓 在给定样本点上的值。我

们可以把 𝑍𝑘 看成在已知 𝑍1, . . . , 𝑍𝑘 之后，

对函数 𝑓 (𝑋 1,𝑘 ) 的值的最好的猜测。于是，

当 𝑘 = 0 时，我们关于输入的任何信息都不

知道，因此最好的猜测便是它的期望。而在

𝑘 = 𝑛 时，我们已经有了所有的输入信息，

那么函数的值也就确定了。

Doob鞅 有一类一般的构造鞅的方法叫做 Doob鞅，它的应用十分广泛，我们在下一讲就

会用到。给定一个 Borel 函数 𝑓 : ℝ𝑛 → ℝ，以及 𝑛 个随机变量 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛（𝑛 ∈ ℕ ∪ {∞}，但

为了方便这里假设 𝑛 是自然数）。对于 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛，定义

𝑍𝑘 = E
[
𝑓
��� 𝑋 1,𝑘

]
.

对于 𝑘 > 𝑛，定义 𝑍𝑘 = 𝑍𝑛。那么 {𝑍𝑘 }𝑘≥0 是相对于 {𝑋𝑘 }𝑘≥1 的鞅，被称为 Doob鞅。

这个随机过程是鞅的证明很简单，我们只需要对 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛 − 1 验证定义即可。使

用条件期望的 tower rule：

∀𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1, E
[
𝑍𝑘+1

��� 𝑋 1,𝑘
]
= E

[
E
[
𝑓 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)

��� 𝑋 1,𝑘+1
] ��� 𝑋 1,𝑘

]
= E

[
𝑓
��� 𝑋 1,𝑘

]
= 𝑍𝑘 .
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上面这个定义略感抽象，我们来看一个具体的例子。假设𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 分别对应图片的每个

像素点的颜色，且 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) ∼ 𝜇是一个随机图片。而 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝟙
[
[(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)对应图片是一只猫]

]
。

那么：

• 𝑍0 = E [𝑓 ] = ℙ
[
图片是一只猫

]
，表示完全没有看到这张图片时，该图片是一只猫的概

率；

• 对于 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，𝑍𝑘 = ℙ
[
图片是一只猫

�� (𝑋1, . . . , 𝑋𝑘)
]
，表示在看到前 𝑘 个像素后的判

断概率；

• 当 𝑘 = 𝑛 时，𝑍𝑛 = 𝑓 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)，其值为 1 或 0，取决于这张图片是否是一只猫。

2 可选停时定理（Optional Stopping Theorem）

我们接着讨论研究鞅的一个重要工具。我们固定概率空间 (Ω,F,ℙ) 以及上面的一个滤

链 {F𝑡 }𝑡≥0。设 {𝑋𝑡 }𝑡≥0 是相对于 {F𝑡 }𝑡≥0 的鞅。根据定义我们有

∀𝑡 ≥ 0, E [𝑋𝑡+1 | F𝑡 ] = 𝑋𝑡 .

进一步地，对于任意固定的 𝑡 ≥ 0，对上述关系两边取期望并利用 tower rule，可以得到

E [𝑋𝑡+1] = E [𝑋𝑡 ]。因此，对于每个 𝑡，都有 E [𝑋𝑡 ] = E [𝑋0]。
然而，如果 𝑡 是一个随机时间 𝜏，即 𝜏 是一个随机变量，则 E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0] 不一定成立。

以下是一个反例：

示例 1. 考虑一个公平游戏中的如下赌博策略。在第一轮中，赌徒下注 1元。然后，他简单地
将赌注翻倍，直到他赢得游戏（有趣的是，这个赌博策略也被称为martingale betting system）。

如果我们用 𝑍𝑡 表示他 𝑡 轮之后赢得的金额，在上节课我们已经知道 {𝑍𝑡 }𝑡≥0是一个鞅。令 𝜏

表示他第一次赢得游戏的时间。首先我们知道 ℙ [𝜏 < ∞] = 1。注意到 𝜏 可以和一个几何分布的随机变量进行耦

合。

• 如果 𝜏 = 1，他赢得 1元。

• 如果 𝜏 = 2，他赢得 −1 + 2 = 1元。

• 如果 𝜏 = 3，他赢得 −1 − 2 + 4 = 1元。

• ...

他在赢得游戏的时候一定是赢得 1元钱。也就是说 E [𝑍𝜏 ] = 1 ≠ E [𝑍0] = 0。

我们马上会说明，对于随机变量 𝜏，E [𝑍𝜏 ] = E [𝑍0] 是一件很重要的事情。为了严格的

讨论这件事情，我们首先引入停时（stopping time）的概念。

https://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_(betting_system)
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定义 2 (停时). 我们有的时候也会说 𝜏 是关于 𝑋0, 𝑋1, . . . 的

停时，这个时候的意思是在左边的定义里

取F𝑡 = 𝜎 (𝑋0, . . . , 𝑋𝑡 )。

设 {F𝑡 }𝑡≥0 是概率空间 (Ω,F,ℙ) 上的一个滤链。一个取值为 ℕ的随机变量

𝜏 : Ω → ℕ是一个停时，当且仅当对于任意 𝑡 ∈ ℕ，事件 [𝜏 ≤ 𝑡] 是F𝑡 -可测的。

直观上说，如果想象在玩一个一轮又一轮的游戏，F𝑡 表示前 𝑡 轮所有的信息。那么 𝜏 是

一个停时的意思是在每一轮游戏结束后，玩家应该就有足够的信息判断是否应该在此时结

束游戏了。举个例子，我们平时晚上打游戏的时候经常说的“赢一把就睡”就是一个停时，但

比如“今晚赢的最多的一局后结束”就不是一个停时，因为在当前你不知道这一局是不是赢

得最多的一局。

假设 {𝑋𝑡 }𝑡≥0 是相对于 {F𝑡 }𝑡≥0 的鞅，𝜏 是一个停时。可选停时定理给出了 E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0]
成立的几个充分条件。我们将在今天最后证明这个定理。从这个定理的证明中也容易看出

来，E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0] 成立的本质原因是什么样的。

定理 3 (可选停时定理（Optional Stopping Theorem, OST）). 如果以下任意一个条件成立，则
E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0]：

[OST1] 𝜏 almost surely有界，也就是说，存在某个 𝑛 ∈ ℕ使得 ℙ [𝜏 ≤ 𝑛] = 1；

[OST2] ℙ [𝜏 < ∞] = 1，且存在有限的𝑀，使得 |𝑋𝑡 | ≤ 𝑀 对于所有 𝑡 ≤ 𝜏 成立；

[OST3] E [𝜏] < ∞，且存在一个常数 𝑐，使得 E [|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | | F𝑡 ] ≤ 𝑐 almost surely对于所有 𝑡 ≤ 𝜏

成立。

我们之后会用 OST 来简称可选停时定理，会用 [OST1], [OST2], [OST3] 来分别指代我们

使用 OST 的时候验证的充分条件。值得注意的是，[OST2] 里面的要求 ℙ [𝜏 < ∞] = 1 是比

[OST3] 里面的 E [𝜏] < ∞ 要更弱的条件，但作为代价，|𝑋𝑡 | 有界是比 E [|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | | F𝑡 ] 有界

更强的条件。在具体应用中，我们要根据需要选择合适的条件。

2.1 可选停时定理的应用

男女比例问题 首先来看一个耳熟能详的例子。假设有一个村庄，那儿的人重男轻女。那

么在以下三种情况下，长期来看该村庄的性别比例是多少？

1. 每个家庭持续生育，直到他们生了一个男孩。

2. 每个家庭持续生育，直到男孩的数量多于女孩。

3. 每个家庭持续生育，直到男孩的数量多于女孩或孩子总数达到 10。

我们可以将问题建模为一个随机游走。假设有一个人在一维整数轴上随机游走。令

{𝑋𝑡 }𝑡≥0 表示每个时间点上的位置，其中 𝑋𝑡 表示一个家庭在前 𝑡 个孩子中男孩数量减去女孩
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数量。初始时 𝑋0 = 0，在时间 𝑡 = 0 时，该人向 𝑐𝑡 ∈ {−1, 1} 方向随机迈出一步，到达 𝑋𝑡+1，

即 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝑐𝑡。很容易验证 {𝑋𝑡 }𝑡≥0 是一个鞅。

上述三种情况对应于停止时间 𝜏 的三种不同定义。我们可以简单的认为 E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0]
表明性别比例是平衡的。我们分别检查这些情况是否满足 OST。

1【𝜏 是 𝑐𝑡 = 1 的第一次出现的时间】

在这种情况下，由于 𝜏 ∼ Geom
( 1
2

)
，所以 E [𝜏] = 1

2 < ∞。并且 |𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | ≤ 1 对于所

有 𝑡 < 𝜏 成立。因此，根据 [OST3]，我们有 E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0] = 0。换句话说，如果人在

𝑐𝑡 = 1 第一次出现时停止，那么他停止的位置的期望是 0。

2【𝜏 是 𝑋𝑡 = 1 的第一次出现的时间】

在这种情况下，显然 E [𝑋𝜏 ] = 1 ≠ E [𝑋0]。这个过程被称为“一维随机游走的单吸收屏

障问题”。我们知道这个随机游走是零返的，因此 ℙ [𝜏 < ∞] = 1 但是 E [𝜏] = ∞，没有

任何一个 OST 条件被满足。

3【𝜏 是 𝑡 = 10 和 𝑋𝑡 = 1 中最早发生的那个 𝑡】

在这种情况下，𝜏 至多为 10，满足 [OST1]。因此我们有 E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0] = 0。

Doob的鞅不等式 通过可选停时定理，我们可以获得随机变量序列中最大值的集中性质。

引理 4. 如果我们把引理里面的鞅改成下鞅，则不

等式右边的 E [𝑋0 ] 可以换成 E [𝑋𝑛 ∨ 0]。这
个的证明我们留作作业。

令 {𝑋𝑡 }𝑡≥0是一个关于自身的鞅，且对于每个 𝑡 都有 𝑋𝑡 ≥ 0。那么对于任何 𝑛 ∈ ℕ和

𝛼 > 0，有：

ℙ

[
max
0≤𝑡≤𝑛

𝑋𝑡 ≥ 𝛼

]
≤ E [𝑋0]

𝛼
.

证明. 定义停时 𝜏 为第一次出现大于 𝛼 的 𝑋𝑡 所对应的 𝑡。如果不存在这样的 𝑡，则令 𝜏 = 𝑛。

即：

𝜏 := min
{
𝑛, min

0≤𝑡≤𝑛
{𝑡 | 𝑋𝑡 ≥ 𝛼}

}
.

根据 𝜏 的定义，有：

ℙ

[
max
0≤𝑡≤𝑛

𝑋𝑡 ≥ 𝛼

]
= ℙ [𝑋𝜏 ≥ 𝛼] .

由于 𝜏 有界（𝜏 ≤ 𝑛），[OST1] 成立，于是有 E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0]。使用马尔科夫不等式便得

到

ℙ [𝑋𝜏 ≥ 𝛼] ≤ E [𝑋𝜏 ]
𝛼

=
E [𝑋0]
𝛼

. □



2 可选停时定理（OPTIONAL STOPPING THEOREM） 8

具有两侧吸收壁的一维随机游走 设 𝑎, 𝑏 > 0 为两个正整数。一个人从位置 0 开始随机游

走，每次等概率往左或者往右移动距离 1。当他到达 −𝑎 或 𝑏 时停止。令 𝜏 表示他第一次到

达 −𝑎 或 𝑏 的时间，即 𝜏 = min {𝑡 ≥ 0 : 𝑋𝑡 = −𝑎 ∨ 𝑋𝑡 = 𝑏}。显然 𝜏 是一个停时。该模型被称

为一维随机游走的双吸收屏障问题。我们希望计算 E [𝜏]，即平均停止时间。

我们首先来计算 ℙ [𝑋𝜏 = −𝑎]，即该人停在位置 −𝑎 的概率。令 𝑃𝑎 := ℙ [𝑋𝜏 = −𝑎]。我们

希望通过 OST 证明 E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0]。为此，我们验证 OST 的几个条件。

• 首先 [OST1] 在 𝑎, 𝑏 不同时是 1 的时候显然不成立。

• 我们可以验证更强的条件 E [𝜏] < ∞ 是成立的。我们使用一个基于耦合的证明。想象

我每 (𝑎 + 𝑏) 步投掷一枚 Ber
(
2−(𝑎+𝑏 ) ) 的硬币。如果硬币是正面，就想象我在接下来的

𝑎 + 𝑏 步里一直往右走。如果这件事情发生，那我在未来 𝑎 + 𝑏 步内一定会停止。因此，

我停止的时间 𝜏 可以被一个 Geom
(
2−(𝑎+𝑏 ) ) 的随机变量乘上 (𝑎 + 𝑏) 给控制住。因此

E [𝜏] ≤ (𝑎 + 𝑏) · 2𝑎+𝑏。

• 此外，显然对于每个 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜏，都有 E [|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | | F𝑡 ] ≤ 1，所以根据 [OST3]，E [𝑋𝜏 ] =
E [𝑋0] = 0。

另一方面，我们有 E [𝑋𝜏 ] = 𝑃𝑎 · (−𝑎) + (1 − 𝑃𝑎) · 𝑏。结合 E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0] = 0，我们有

𝑃𝑎 =
𝑏

𝑎 + 𝑏 .

我们接下来计算 E [𝜏]。对于每个 𝑡 ≥ 0，我们定义一个新的随机变量 𝑌𝑡 := 𝑋 2
𝑡 − 𝑡。我们

可以通过定义验证 {𝑌𝑡 }𝑡≥0 是一个鞅：

∀𝑡 ≥ 0, E [𝑌𝑡+1 | F𝑡 ] = E
[
𝑋 2
𝑡+1 − (𝑡 + 1)

�� F𝑡

]
.

根据 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 𝑐𝑡 , 𝑐𝑡 ∈ {−1, 1}，有 𝑋 2
𝑡+1 = (𝑋𝑡 + 𝑐𝑡 )2 = 𝑋 2

𝑡 + 2𝑋𝑡𝑐𝑡 + 𝑐2𝑡。代入后得到

E [𝑌𝑡+1 | F𝑡 ] = E
[
𝑋 2
𝑡 + 2𝑋𝑡𝑐𝑡 + 𝑐2𝑡 − (𝑡 + 1)

�� F𝑡

]
.

由于 𝑋𝑡 是 F𝑡 -可测的，且 E [𝑐𝑡 | F𝑡 ] = 0，E
[
𝑐2𝑡

�� F𝑡

]
= 1。因此

E [𝑌𝑡+1 | F𝑡 ] = 𝑋 2
𝑡 + 0 + 1 − (𝑡 + 1) = 𝑋 2

𝑡 − 𝑡 = 𝑌𝑡 .

注意 𝑋𝑡 ∈ [−𝑎,𝑏]，因此对于所有 𝑡 ≤ 𝜏，|𝑌𝑡+1 − 𝑌𝑡 | 是有界的，满足 [OST3]。我们使用

OST 得到

E [𝑌𝜏 ] = E [𝑌0] = 0.
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另一方面，由 𝑌𝑡 的定义，有 E [𝑌𝜏 ] = E
[
𝑋 2
𝜏

]
− E [𝜏]。因此

E [𝜏] = E
[
𝑋 2
𝜏

]
.

我们知道：

E
[
𝑋 2
𝜏

]
= 𝑃𝑎 · (−𝑎)2 + (1 − 𝑃𝑎) · 𝑏2.

代入 𝑃𝑎 = 𝑏
𝑎+𝑏，得到：

E [𝜏] = E
[
𝑋 2
𝜏

]
=

𝑏

𝑎 + 𝑏 · 𝑎2 + 𝑎

𝑎 + 𝑏 · 𝑏2 = 𝑎𝑏.

模式的期望出现时间 假设有一个由 {H, T} 组成的字符串 𝑃 （称为模式串），长度为 ℓ（H

表示“正面”，T 表示“反面”）。我们连续抛掷硬币，直到最后的 ℓ 次结果形成一个与 𝑃 完全相

同的字符串。我们希望计算需要抛掷硬币的期望次数。

如果我们抛掷硬币 𝑁 次，并观察结果字符串 𝑆。根据期望的线性性，无论 𝑃 是什么，它

在字符串 𝑆 中的期望出现次数为

E [# of occurrences of 𝑃 in 𝑆] =
𝑛−ℓ+1∑
𝑖=1

E [𝟙 [𝑆𝑖,𝑖+1,...,𝑖+ℓ−1 = 𝑃]] = (𝑛 − ℓ + 1) · 2−ℓ .

也就是说，不管 𝑃 是什么，它期望出现的次数总是一定的。但如果我们考虑第一次出现 𝑃

的平均时间，就会有所不同。例如，考虑以下两种模式串 HT 和 HH：

• 假设第一次抛掷结果是 H。如果第二次抛掷失败：

– 如果目标模式是 HT，那么尽管失败了，我们仍然得到了一个 H，模式串的第一

位被匹配上了。

– 如果目标模式是 HH，第二次抛掷结果是 T，那么我们什么都没有得到，前两次抛

掷的结果完全浪费。

直观上我们应该相信，模式串 HT 的第一次出现的期望时间比 HH 更小。我们接下来严

格说明这一点。

令模式 𝑃 = 𝑝1𝑝2 . . . 𝑝ℓ。对于每个 𝑛 ≥ 0，假设在第 𝑛 + 1 次抛掷之前，有一个新的赌徒

𝐺𝑛+1 带着 1 单位的资金下注，赌接下来的 ℓ 次结果（即第 𝑛 + 1 到 𝑛 + ℓ 次结果）完全和 𝑃 相

同。换句话说，在第 𝑛 + 𝑘 次抛掷时，赌徒𝐺𝑛+1 会采用全押策略下注第 𝑛 + 𝑘 次的结果是 𝑝𝑘：

• 如果第 𝑛 + 𝑘 次结果是 𝑝𝑘，赌徒的资金会翻倍；

• 否则，赌徒会输掉所有资金。
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假设 𝑃 = HTHTH，抛掷结果为 HTHHTHTH。下表展示了每位赌徒在每次抛掷后的总

资金：

令 𝑋𝑡 表示第 𝑡 次抛掷的结果，𝑀𝑖 (𝑡) 表示赌徒 𝐺𝑖 在第 𝑡 次抛掷后的资金，定义：

𝑍𝑡 :=
𝑡∑
𝑖=1

(𝑀𝑖 (𝑡) − 1) ,

即在第 𝑡 次抛掷后，所有赌徒的总收入。可以验证对于每一个 𝑖，{𝑀𝑖 (𝑡)}𝑡≥0 是一个关于抛

掷结果 {𝑋𝑡 }𝑡≥1 的鞅：

E
[
𝑀𝑖 (𝑡 + 1)

��� 𝑋 1,𝑡
]
=
1
2
· 2𝑀𝑖 (𝑡) +

1
2
· 0 = 𝑀𝑖 (𝑡) .

根据期望的线性性，我们也可以得到 {𝑍𝑡 }𝑡≥0 是一个鞅。令 𝜏 表示第一次某个赌徒赢得比赛

的时间，即模式串 𝑃 首次被掷出的时间。我们容易验证 [OST3] 是满足的（为什么？）。于是，

E [𝑍𝜏 ] = E [𝑍0] = 0。因此，我们得到

E

[
𝜏∑
𝑖=1

𝑀𝑖 (𝜏) − 𝜏

]
= 0,

期望里的两项都是可积的（为什么？），于是根据期望的线性性，我们有

E [𝜏] = E

[
𝜏∑
𝑖=1

𝑀𝑖 (𝜏)
]
.

注意到对于 𝑖 ≤ 𝜏 − ℓ，𝑀𝑖 (𝜏) = 0，而对于 𝑖 > 𝜏 − ℓ，有

𝑀𝑖 (𝜏) = 2𝜏−𝑖+1𝜒𝜏−𝑖+1,

其中 𝜒 𝑗 = 𝟙
[
[𝑝1𝑝2 . . . 𝑝 𝑗 = 𝑝ℓ− 𝑗+1 . . . 𝑝ℓ]

]
。因此

E [𝜏] =
ℓ∑

𝑖=1

2𝑖 𝜒𝑖 .

我们对 HH 和 HT 来做一个 sanity check。
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• 如果 𝑃 = HH，那么 E [𝜏] = 2 + 4 = 6。

• 如果 𝑃 = HT，那么 E [𝜏] = 4。

这验证了我们之前的直观：HH 的第一次出现的期望时间比模式 HT 更大。

Wald 等式 在实际中，我们经常需要分析如下过程的（期望）运行时间，其中 cond 和

compute() 都是随机的：

while cond do

compute();

end while

假设第 𝑖 次调用 compute() 的耗时为 𝑋𝑖，算法在经过 𝑇 次迭代后终止（𝑇 有可能是随

机的）。那么总运行时间为 𝑁 :=
∑𝑇

𝑖=1𝑋𝑖。我们现在想来计算 E [𝑁 ]。

定理 5 (Wald 等式). 如果以下条件成立：

1. 𝑋1, 𝑋2, . . . 是非负的、独立的可积随机变量，并且期望均为 𝜇；

2. 𝑇 是 𝑋1, 𝑋2, . . . 的停时；

3. E [𝑇 ] < ∞，

那么就有

E

[
𝑇∑
𝑖=1

𝑋𝑖

]
= E [𝑇 ] · 𝜇.

证明. 对于 𝑖 ≥ 1，定义随机变量

𝑍𝑖 :=
𝑖∑
𝑗=1

(
𝑋 𝑗 − 𝜇

)
.

显然，序列 {𝑍𝑖}𝑖≥1 是关于 𝑋1, 𝑋2, . . . 的鞅，并且 E [𝑍1] = 0。同时，我们有以下等式：

E [|𝑍𝑖+1 − 𝑍𝑖 | | F𝑖] = E [|𝑋𝑖+1 − 𝜇 | | F𝑖] ≤ E [𝑋𝑖+1 + 𝜇 | F𝑖] ≤ 2𝜇.

我们知道 E [𝑇 ] < ∞，因此满足 [OST3]，所以 E [𝑍𝑇 ] = E [𝑍1] = 0。于是

E [𝑍𝑇 ] = E

[
𝑇∑
𝑗=1

(
𝑋 𝑗 − 𝜇

) ]
= 0.

根据期望的线性性，我们在 E
[∑𝑇

𝑗=1
(
𝑋 𝑗 − 𝜇

) ]
= 0 的两端加上 E [𝑇 ] · 𝜇 即可得证。 □
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我们来看一个 Wald 等式的应用。如右图所示，假设有 𝑛 个发送者和一个接收者。在每

一轮中，每个发送者以概率 1
𝑛
向接收者发送一个数据包。由于所有发送者共享同一个信道，

如果有多个数据包同时被发送，则所有数据包都会失败。我们的问题是，每个发送者至少

成功发送一个数据包所需的平均轮次是多少？

令 𝑋𝑖 为接收者在成功接收到第 𝑖 − 1 个数据包后，再次成功接收到一个数据包所需的轮

数。令 𝑇 表示接收者第一次成功收到每个发送者至少一个数据包所需的数据包总数。那么

我们感兴趣的总时间为：

𝑁 :=
𝑇∑
𝑖=1

𝑋𝑖 .

显然，𝑋1, 𝑋2, . . . 是独立同分布的，且 E [𝑇 ] 有界。因此，根据 Wald 等式有 E [𝑁 ] =

E [𝑇 ] · 𝐸 [𝑋1]。注意到根据定义，𝑇 是奖券收集问题中收集全一套所需要的开包总数，因此

E [𝑇 ] = 𝑛𝐻𝑛 = Θ(𝑛 log𝑛)。另一方面，𝑋1 服从几何分布 Geom(𝑝)，其中

𝑝 = 𝑛 · 1
𝑛

(
1 − 1

𝑛

)𝑛−1
≈ 𝑒−1.

所以

E [𝑋1] =
1
𝑝
= 𝑒.

我们最终得到

E [𝑁 ] = E [𝑇 ] · E [𝑋1] ≈ 𝑒 · 𝑛𝐻𝑛 .

2.2 可选停时定理的证明

我们重述一下 OST 并证明之。

定理 6 (可选停时定理（Optional Stopping Theorem, OST）). 如果以下任意一个条件成立，则
E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0]：

[OST1] 𝜏 almost surely有界，也就是说，存在某个 𝑛 ∈ ℕ使得 ℙ [𝜏 ≤ 𝑛] = 1；

[OST2] ℙ [𝜏 < ∞] = 1，且存在有限的𝑀，使得 |𝑋𝑡 | ≤ 𝑀 对于所有 𝑡 ≤ 𝜏 成立；

[OST3] E [𝜏] < ∞，且存在一个常数 𝑐，使得 E [|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | | F𝑡 ] ≤ 𝑐 almost surely对于所有 𝑡 ≤ 𝜏

成立。

证明. 首先我们可以不失一般性的把 almost surely去掉，因为在零测集上的取值并不影响期

望。然后我们注意到，对于每一个 𝑛 ∈ ℕ，鞅的性质保证了 E [𝑋𝑛] = E [𝑋0]。接下来，我们
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证明对于任意 𝑛 ∈ ℕ，有 E [𝑋𝜏∧𝑛] = E [𝑋0] 成立。为了说明这个，我们定义

∀𝑛 ≥ 0, 𝑍𝑛 := 𝑋𝑛∧𝜏 = 𝑋0 +
𝑛−1∑
𝑖=0

(𝑋𝑖+1 − 𝑋𝑖) 𝕀[𝑖<𝜏 ] .

我们接着验证 {𝑍𝑛}𝑛≥0 是一个鞅。根据定义

E [𝑍𝑛+1 | F𝑛] = E
[
𝑍𝑛 + (𝑋𝑛+1 − 𝑋𝑛) 𝕀[𝑛<𝜏 ]

�� F𝑛

]
.

由于 [𝜏 > 𝑛] 是 F𝑛-可测的，且 E [𝑋𝑛+1 | F𝑛] = 𝑋𝑛，我们有

E [𝑍𝑛+1 | F𝑛] = 𝑍𝑛 + 𝕀[𝑛<𝜏 ] · (E [𝑋𝑛+1 | F𝑛] − 𝑋𝑛) = 𝑍𝑛 .

因此，{𝑍𝑛}𝑛≥0 是一个鞅。所以

E [𝑋𝜏∧𝑛] = E [𝑍𝑛] = E [𝑍0] = E [𝑋0] .

上述讨论促使我们把 𝑋𝜏 分解成以下两部分：

𝑋𝜏 = 𝑋𝜏∧𝑛 + 𝕀[𝑛<𝜏 ] · (𝑋𝜏 − 𝑋𝑛) .

对两边取期望并令 𝑛 → ∞，得到：

E [𝑋𝜏 ] = E [𝑋0] + lim
𝑛→∞

E
[
𝕀[𝑛<𝜏 ] · (𝑋𝜏 − 𝑋𝑛)

]
.

因此，我们只需验证 [OST1], [OST2], [OST3] 都能保证 lim𝑛→∞ E
[
𝕀[𝑛<𝜏 ] · (𝑋𝜏 − 𝑋𝑛)

]
= 0。

[OST1] 如果 𝜏 几乎必然有界，则存在某个 𝑛 使得 ℙ [𝜏 ≤ 𝑛] = 1。因此，对于足够大的 𝑛，

有：

E
[
𝕀[𝑛<𝜏 ] · (𝑋𝜏 − 𝑋𝑛)

]
= 0.

[OST2] 在这种情况下：

E
[
𝕀[𝑛<𝜏 ] · (𝑋𝜏 − 𝑋𝑛)

]
≤ E

[
𝕀[𝑛<𝜏 ] · ( |𝑋𝜏 | + |𝑋𝑛 |)

]
.

由于 |𝑋𝑡 | ≤ 𝑀 对于所有 𝑡 < 𝜏 成立，因此：

E
[
𝕀[𝑛<𝜏 ] · ( |𝑋𝜏 | + |𝑋𝑛 |)

]
≤ 2𝑀 · ℙ [𝜏 > 𝑛] .

而当 𝑛 → ∞ 时，ℙ [𝜏 > 𝑛] → 0。
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[OST3] 在这种情况下，我们要利用 𝑋𝑡 之间的增量有界。于是

𝕀[𝑛<𝜏 ] · (𝑋𝜏 − 𝑋𝑛) =
𝜏−1∑
𝑡=𝑛

(𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 ) .

取绝对值并取期望，得到：

E
[
𝕀[𝑛<𝜏 ] · (𝑋𝜏 − 𝑋𝑛)

]
≤ E

[
∞∑
𝑡=𝑛

|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | · 𝕀[𝜏>𝑡 ]

]
.

使用 tower rule，并注意到 𝕀[𝜏>𝑡 ] 是 F𝑡 -可测的，我们有

E
[
|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | · 𝕀[𝜏>𝑡 ]

]
= E

[
E [|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | | F𝑡 ] · 𝕀[𝜏>𝑡 ]

]
.

根据 [OST3]，对于 𝑡 ≤ 𝜏，E [|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | | F𝑡 ] ≤ 𝑐，因此

∞∑
𝑡=𝑛

E
[
|𝑋𝑡+1 − 𝑋𝑡 | · 𝕀[𝜏>𝑡 ]

]
≤

∞∑
𝑡=𝑛

𝑐 · ℙ [𝜏 > 𝑡] .

我们又知道 E [𝜏] =
∑∞

𝑡=0 ℙ [𝜏 > 𝑡] < ∞。因此上式在 𝑛 → ∞ 的时候是一个有限级数的 tail，
所以收敛到零。 □
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