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1 Hoeffding不等式

我们在第一课就介绍过如下的 Hoeffding 不等式，用于约束一列独立随机变量之和与其

期望的距离。

定理 1 (Hoeffding不等式). 设𝑋1, . . . , 𝑋𝑛为独立随机变量，每个𝑋𝑖 ∈ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖]，其中某些 𝑎𝑖 ≤ 𝑏𝑖

以概率 1成立。令 𝑋 =
∑𝑛

𝑖=1𝑋𝑖，以及 𝜇 := E [𝑋 ] = ∑𝑛
𝑖=1 E [𝑋𝑖]，则对于任意 𝑡 ≥ 0有

ℙ [|𝑋 − 𝜇 | ≥ 𝑡] ≤ 2 exp
(
− 2𝑡 2∑𝑛

𝑖=1(𝑏𝑖 − 𝑎𝑖)2

)
.

作为一个简单应用，我们考虑如下袋中取球问题。一个袋子中有 𝑔 个绿色球和 𝑟 个红

色球。这些球除了颜色外完全相同。我们希望通过抽取球来估计红球比例 𝑟
𝑟+𝑔。

带放回抽取 令 𝑋𝑖 = 1[第𝑖 次抽到红球]，令 𝑋 =
∑𝑛

𝑖=1𝑋𝑖。显然，每个 𝑋𝑖 ∼ Ber
(

𝑟
𝑟+𝑔

)
，并且

E [𝑋 ] = 𝑛 · 𝑟
𝑟+𝑔。由于所有 𝑋𝑖 是独立的，我们可以直接应用 Hoeffding 不等式并得到

ℙ [|𝑋 − E [𝑋 ] | ≥ 𝑡] ≤ 2 exp
(
−2𝑡

2

𝑛

)
.

我们这里可以使用 Hoeffding 不等式的关键便是 𝑋𝑖 之间的独立性。如果我们稍微修改一下

设定，考虑不放回抽取的情形，那么这种独立性就没有了。

不带放回抽取 同样，我们令 𝑌𝑖 = 1[第𝑖 次抽到红球]。但与带放回抽取的情形不同，{𝑌𝑖} 中

的变量是相关的。令 𝑌 =
∑𝑛

𝑖=1 𝑌𝑖。我们首先计算 E [𝑌 ]。对于任意 𝑖 ≥ 1，E [𝑌𝑖] 是第 𝑖 次抽到

红球的概率。注意到不带放回抽取等价于先对 𝑟 + 𝑔 个球进行一个均匀排列，然后按照该顺

序逐个抽取。因此，𝑌𝑖 = 1 的概率为 𝑟 · (𝑟+𝑔−1)!
(𝑟+𝑔)! = 𝑟

𝑟+𝑔。因此，有 E [𝑌 ] = 𝑛 · 𝑟
𝑟+𝑔。

然而，由于 {𝑌𝑖} 是相关的，我们无法直接应用 Hoeffding 不等式来获得其概率集中的

界，但是直观上，概率集中现象在这个模型中应该也是存在的。这便促使我们通过去除独

立性要求来推广 Hoeffding 不等式。
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2 Azuma-Hoeffding不等式

推广 Hoeffding 不等式的一个方法是把独立随机变量的和推广成条件独立的随机变量

的和。等价的，这些条件独立的随机变量的部分和便构成了一个鞅。

和 Hoeffding 不等式的条件相比，

Azuma-Hoeffding 里对于每一个 𝑘 ∈ [𝑛]，
𝑍𝑘 对应于

∑𝑘
𝑖=1 (𝑋𝑖 − E [𝑋𝑖 ] )，即平移成期

望为 0 的随机变量之后的部分和。𝑐𝑖 就类比

成 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖。虽然这里看起来差了两倍

（ |𝑋𝑖 | ≤ 𝑐𝑖 ⇐⇒ −𝑐𝑖 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 𝑐𝑖），但实际上

对于期望为 0 的随机变量，Hoeffding 不等

式也可以证明一个 𝑐𝑖 的版本。

定理 2 (Azuma-Hoeffding 不等式). 设 {𝑍𝑛}𝑛≥0 是关于滤链 {F𝑛} 的一个鞅。如果对于每个
𝑖 ≥ 1，有 |𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 | ≤ 𝑐𝑖 以概率 1成立，则

ℙ [|𝑍𝑛 − 𝑍0 | ≥ 𝑡] ≤ 2 exp
(
− 2𝑡 2∑𝑛

𝑖=1 𝑐
2
𝑖

)
.

该定理的证明见 Section 3。定理 2中对 {𝑍𝑛} 是鞅的要求虽然推广了独立随机变量之和

的要求，但看起来也不是什么特别容易满足的要求。在我们上面提到的无放回抽球的问题

里，这个鞅结构藏在哪里并不是很显然。这儿，我们要使用之前定义过的 Doob 鞅。

实际上，满足一定好的收敛性质的鞅，它一

定能够被写成 Doob 鞅的形式。
定义 3 (Doob鞅). 令𝑋1, . . . , 𝑋𝑛为一列（不要求独立的）随机变量，且 𝑓 (𝑋 1,𝑛) = 𝑓 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) ∈
ℝ为一个函数。对于 𝑖 ≥ 0，令 𝑍𝑖 ≜ E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖
]
。则我们称 {𝑍𝑛}𝑛≥0为一个 Doob鞅。

回顾我们上面讨论的袋中取球问题。定义 𝑓 : ℝ𝑛 → ℝ 为 𝑓 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) =
∑𝑛

𝑖=1 𝑦𝑖。那么

在不带放回抽取的情形中，𝑌 =
∑𝑛

𝑖=1 𝑌𝑖 = 𝑓 (𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑛)。现在我们为 𝑓 构造 Doob 鞅。

令 𝑍𝑖 = E
[
𝑓 (𝑌 1,𝑛)

��� 𝑌 1,𝑖
]
。我们知道 𝑍0 = E

[
𝑓 (𝑌 1,𝑛)

]
= E [𝑌 ] = 𝑛 · 𝑟

𝑟+𝑔 且 𝑍𝑛 = 𝑓 (𝑌 1,𝑛)。为

了应用 Azuma-Hoeffding 不等式，我们需要对鞅的“宽度”|𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 | 进行界定。

根据定义，

𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 = E
[
𝑓 (𝑌 1,𝑛)

��� 𝑌 1,𝑖
]
− E

[
𝑓 (𝑌 1,𝑛)

��� 𝑌 1,𝑖−1
]
.

如果我们用 𝑆𝑖 表示前 𝑖 个球中红球的数量，即 𝑆𝑖 =
∑𝑖

𝑗=1 𝑌𝑗，那么

E
[
𝑓 (𝑌 1,𝑛)

��� 𝑌 1,𝑖
]
= E

[
𝑓 (𝑌 1,𝑛)

��� 𝑆𝑖 ] = 𝑆𝑖 + (𝑛 − 𝑖) · 𝑟 − 𝑆𝑖
𝑔 + 𝑟 − 𝑖

.

因此，𝑆𝑖 = 𝑆𝑖−1 + 𝑌𝑖，并且

𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 =

(
𝑆𝑖 + (𝑛 − 𝑖) · 𝑟 − 𝑆𝑖

𝑔 + 𝑟 − 𝑖

)
−

(
𝑆𝑖−1 + (𝑛 − 𝑖 + 1) · 𝑟 − 𝑆𝑖−1

𝑔 + 𝑟 − 𝑖 + 1

)
=
𝑔 + 𝑟 − 𝑛

𝑔 + 𝑟 − 𝑖

(
𝑌𝑖 +

𝑆𝑖−1 − 𝑟

𝑔 + 𝑟 − 𝑖 + 1

)
.

注意到 𝑟 ≥ 𝑆𝑖−1 且 𝑔 ≥ (𝑖 − 1) − 𝑆𝑖−1，我们有

𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 ≤
𝑔 + 𝑟 − 𝑛

𝑔 + 𝑟 − 𝑖

(
1 + 𝑆𝑖−1 − 𝑟

𝑔 + 𝑟 − 𝑖 + 1

)
≤ 𝑔 + 𝑟 − 𝑛

𝑔 + 𝑟 − 𝑖
≤ 1,

𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 ≥
𝑔 + 𝑟 − 𝑛

𝑔 + 𝑟 − 𝑖

(
𝑆𝑖−1 − 𝑟

𝑔 + 𝑟 − 𝑖 + 1

)
≥ −𝑔 + 𝑟 − 𝑛

𝑔 + 𝑟 − 𝑖
≥ −1.
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因此 −1 ≤ 𝑋𝑖 ≤ 1，我们可以对 𝑍𝑛 − 𝑍0 应用 Azuma-Hoeffding 不等式，得到

ℙ [|𝑌 − E [𝑌 ] | ≥ 𝑡] ≤ 2 exp
(
− 𝑡 2

2𝑛

)
.

2.1 McDiarmid不等式

敏锐的读者一定注意到了，我们在袋中取球问题中使用的 Doob 鞅 +Azuma-Hoeffding
的方法是一个非常强大且通用的工具，可以对很一般的高维分布上的函数证明集中界。对

于由 𝑛 个随机变量 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 定义的模型以及我们希望估计的量 𝑓 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)，我们可以将

Azuma-Hoeffding 不等式应用到 𝑓 的 Doob 鞅上。如前例所示，这个集中界的质量依赖于鞅

的宽度，即 |𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 | 的大小。如果函数 𝑓 和变量 {𝑋𝑖}1≤𝑖≤𝑛 具有某些良好的性质，那么确

定每个 |𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 | 的宽度会比较简单。

定义 4 (𝑐-Lipschitz 函数). 一个函数 𝑓 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛)满足 𝑐-Lipschitz条件如果

∀𝑖 ∈ [𝑛], ∀𝑥1, · · · , 𝑥𝑛,∀𝑦𝑖 : |𝑓 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑖, · · · , 𝑥𝑛) − 𝑓 (𝑥1, · · · , 𝑦𝑖, · · · , 𝑥𝑛) | ≤ 𝑐.

McDiarmid 不等式是将 Azuma-Hoeffding 不等式应用于 Lipschitz 函数 𝑓 和独立 {𝑋𝑖} 的

结果。

定理 5 (McDiarmid 不等式). 设 𝑓 是一个满足 𝑐-Lipschitz条件的函数，𝑋1, · · · , 𝑋𝑛 是 𝑛个独立

随机变量。那么我们有

ℙ [|𝑓 (𝑋1, · · · , 𝑋𝑛) − E [𝑓 (𝑋1, · · · , 𝑋𝑛)] | ≥ 𝑡] ≤ 2 exp
(
− 2𝑡 2

𝑛𝑐2

)
.

证明. 我们用 𝑓 和 {𝑋𝑖}𝑖≥1 定义一个 Doob 鞅 {𝑍𝑖}𝑖≥1：

∀𝑖 : 𝑍𝑖 = E
[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖
]
.

于是

𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 = E
[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖
]
− E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖−1
]
.

接下来我们尝试确定 𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 的宽度。显然

𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 ≥ inf
𝑥

{
E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖−1, 𝑋𝑖 = 𝑥
]
− E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖−1
]}

,

以及

𝑍𝑖 − 𝑍𝑖−1 ≤ sup
𝑦

{
E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖−1, 𝑋𝑖 = 𝑦
]
− E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖−1
]}

.
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上下界之间的间隔为

sup
𝑥,𝑦

{
E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖−1, 𝑋𝑖 = 𝑦
]
− E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

��� 𝑋 1,𝑖−1, 𝑋𝑖 = 𝑥
]}

.

对于任意 𝑥，𝑦 以及 𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1，

E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

����� ∧
1≤ 𝑗≤𝑖−1

𝑋 𝑗 = 𝜎 𝑗 , 𝑋𝑖 = 𝑦

]
− E

[
𝑓 (𝑋 1,𝑛)

����� ∧
1≤ 𝑗≤𝑖−1

𝑋 𝑗 = 𝜎 𝑗 , 𝑋𝑖 = 𝑥

]
=

∑
𝜎𝑖+1,...,𝜎𝑛

(
ℙ

[ ∧
𝑖+1≤ 𝑗≤𝑛

𝑋 𝑗 = 𝜎 𝑗

����� ∧
1≤ 𝑗≤𝑖−1

𝑋 𝑗 = 𝜎 𝑗 , 𝑋𝑖 = 𝑦

]
· 𝑓 (𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 𝑦, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛)

− ℙ

[ ∧
𝑖+1≤ 𝑗≤𝑛

𝑋 𝑗 = 𝜎 𝑗

����� ∧
1≤ 𝑗≤𝑖−1

𝑋 𝑗 = 𝜎 𝑗 , 𝑋𝑖 = 𝑥

]
· 𝑓 (𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 𝑥, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛)

)
(♡)
=

∑
𝜎𝑖+1,...,𝜎𝑛

ℙ

[ ∧
𝑖+1≤ 𝑗≤𝑛

𝑋 𝑗 = 𝜎 𝑗

]
· (𝑓 (𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 𝑦, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛) − 𝑓 (𝜎1, . . . , 𝜎𝑖−1, 𝑥, 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑛))

(♣)
≤ 𝑐,

其中 (♡) 利用了 {𝑋𝑖} 的独立性，(♣) 利用了 𝑓 的 𝑐-Lipschitz 性质。

应用 Azuma-Hoeffding 不等式，我们有

ℙ [|𝑍𝑛 − 𝑍0 | ≥ 𝑡] = ℙ [|𝑓 (𝑋1, · · · , 𝑋𝑛) − E [𝑓 (𝑋1, · · · , 𝑋𝑛)] | ≥ 𝑡] ≤ 2𝑒−
2𝑡2
𝑛𝑐2 .

□

我们接着介绍 McDiarmid 不等式的两个应用。

示例 6 (模式匹配). 令 𝑃 ∈ {0, 1}𝑘 为一个固定字符串。对于一个随机字符串 𝑋 ∈ {0, 1}𝑛，𝑃 在
𝑋 中出现的期望次数是多少？

我们可以利用期望的线性性质轻松计算出出现次数的期望。我们定义 𝑛 个独立随机变

量 𝑋1, · · · , 𝑋𝑛，其中 𝑋𝑖 表示 𝑋 的第 𝑖 个字符。令 𝑌 = 𝑓 (𝑋1, · · · , 𝑋𝑛)为 𝑃 在 𝑋 中的出现次数。

注意到 𝑃 在 𝑋 中最多出现 𝑛 − 𝑘 + 1次，我们可以枚举每次出现的第一个位置。通过期望的
线性性质，我们有

E [𝑓 ] = 𝑛 − 𝑘 + 1
2𝑘

.

然后我们可以利用 McDiarmid不等式来证明 𝑓 是良好集中的。为此，我们注意到 {𝑋𝑖}
中的变量是独立的，并且函数 𝑓 是 𝑘-Lipschitz的：如果我们改变 𝑋 的一个比特，出现次数

最多改变 𝑘。

因此

ℙ [|𝑍𝑛 − 𝑍0 | ≥ 𝑡] = ℙ [|𝑓 − E [𝑓 ] | ≥ 𝑡] ≤ 2𝑒−
2𝑡2
𝑛𝑘2 .



3 AZUMA-HOEFFDING不等式的证明 6

McDiarmid 不等式的另一个应用是建立 Erdős-Rényi 随机图 G(𝑛, 𝑝) 的染色数的集中性。

示例 7 (G(𝑛, 𝑝) 的染色数). 我们之前使用过 G(𝑛, 𝑝) 表示在所有 𝑛 个顶点的无向简单图上的

一个分布。在该模型中，每对可能的顶点间的边以概率 𝑝 独立存在。

对于一个图 𝐺 ∼ G(𝑛, 𝑝)，我们用 𝜒 (𝐺) 表示其染色数，即使用 𝑞 种颜色对 𝐺 进行正确

染色的最少颜色数。有不同的方法来用随机变量表示 𝐺。

最自然的方法是为每对顶点 𝑒 = {𝑢, 𝑣} ⊆ 𝑉 引入一个变量𝑋𝑒，其中𝑋𝑒 = 1[边𝑒 存在于𝐺]。
那么 {𝑋𝑒}是独立的，并且染色数可以写成一个函数 𝜒 (𝑋𝑒1, 𝑋𝑒2, . . . , 𝑋𝑒(𝑛2)

)。很容易看出 𝜒 是

1-Lipschitz的，因为添加或移除一条边最多只会改变染色数 1。因此，根据 McDiarmid不等

式，我们有

ℙ [|𝜒 − E [𝜒] | ≥ 𝑡] ≤ 2𝑒−2𝑡
2(𝑛2)

−1

.

然而，这个界并不理想，因为我们需要设置 𝑡 = Θ(𝑛) 才能将右侧上界为一个常数。
我们可以用一种更高效的方法对图 𝐺 进行编码，同时保留 Lipschitz和独立性属性。假

设 𝐺 的顶点集合为 {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}。我们定义 𝑛 个随机变量 𝑌1, · · · , 𝑌𝑛，其中 𝑌𝑖 编码了 𝑣𝑖 和

{𝑣1, · · · , 𝑣𝑖−1} 之间的边。一旦 𝑌1, · · · , 𝑌𝑛 给定，图就完全确定了，因此染色数可以写成一个
函数 𝜒 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛)。由于 𝑌𝑖 仅涉及 𝑣𝑖 与 𝑣1, · · · , 𝑣𝑖−1之间的连接，这 𝑛个变量是独立的。

同样容易看出，如果 𝑌𝑖 发生变化，染色数最多变化 1。因此 𝜒 也是 1-Lipschitz的。应用

McDiarmid不等式，我们有

ℙ [|𝜒 − E [𝜒] | ≥ 𝑡] ≤ 2𝑒−
2𝑡2
𝑛 .

通过这种方式，我们只需要 𝑡 = Θ(
√
𝑛)来界定右侧。

3 Azuma-Hoeffding不等式的证明

我们简要证明一下 Azuma-Hoeffding 不等式，其过程与我们第一节课讲过的 Hoeffding
不等式的证明非常相似。

Azuma-Hoeffding不等式的证明 (定理 2). 回顾在尝试证明 Hoeffding 不等式时，最困难的部

分是估计项

E
[
𝑒𝛼𝑍𝑛

]
= 𝑒𝛼𝑍0 · E

[
𝑛∏
𝑖=1

𝑒𝛼 (𝑍𝑖−𝑍𝑖−1 )

]
.

在 Azuma-Hoeffding 的不等式中，我们可以利用鞅的性质代替独立性来获得这一项的
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界。使用条件期望的 chain rule，我们有

E

[
𝑛∏
𝑖=1

𝑒𝛼 (𝑍𝑖−𝑍𝑖−1 )

]
= E

[
E

[
𝑛∏
𝑖=1

𝑒𝛼 (𝑍𝑖−𝑍𝑖−1 )

����� F𝑛−1

] ]
= E

[
𝑛−1∏
𝑖=1

𝑒𝛼 (𝑍𝑖−𝑍𝑖−1 )E
[
𝑒𝛼 (𝑍𝑛−𝑍𝑛−1 )

�� F𝑛−1
] ]

.

回忆我们第一次课对于 Hoeffding 引理的证明，我们可以完全一样的得到一个条件期望的版

本：

E
[
𝑒𝛼 (𝑍𝑛−𝑍𝑛−1 )

�� F𝑛−1
]
≤ 𝑒−

𝛼𝑐2𝑖
8 .

使用这个引理做归纳便能完成证明。 □
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