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从今天开始，我们进入课程的最后一个主题，即连续时间连续空间的马尔可夫过程。这

是一个宏大的话题，在我们有限的课时里，只能介绍一些基本的语言。希望这些内容能为

大家未来的学习打下基础。最简单，也是最重要的连续时间连续状态空间的马尔可夫过程

是布朗运动，它是我们熟悉的 ℤ上的均匀随机游走的连续版本，或者说尺度极限。

1 布朗运动的定义

布朗运动描述了悬浮在液体或气体中的微粒的随机运动。这一现象以植物学家罗伯特·

布朗（Robert Brown）的名字命名，他在显微镜下观察并研究了悬浮在水中的花粉颗粒的
颤动现象。后来，阿尔伯特·爱因斯坦（Albert Einstein）对此现象给出了物理学上的解释。
在数学中，布朗运动由维纳过程（Wiener process）刻画，该过程以诺伯特·维纳（Norbert
Wiener）命名，他是一位著名的数学家，也是控制论的创始人。
为了引出布朗运动的定义，我们从一个从 0开始的一维随机游走开始。令 𝑍𝑡 表示时间

𝑡 时的位置，𝑋𝑡 表示第 𝑡 步的移动量。𝑋𝑡 的取值均匀地从 {−1, 1} 中选取。注意 𝑍0 = 0 且
𝑍𝑡+1 = 𝑍𝑡 + 𝑋𝑡。因此，

𝑍𝑇 =
𝑇−1∑
𝑡=0

𝑋𝑡 .

于是我们有

E [𝑍𝑇 ] = 0 且 Var [𝑍𝑇 ] =
𝑇−1∑
𝑡=0

Var [𝑋𝑡 ] = 𝑇 .

假设现在我们每隔 Δ𝑡 秒移动一次，且每步的步长为 𝛿。那么时间 𝑇 时的位置为

𝑍 (𝑇 ) = 𝛿

𝑇
Δ𝑡∑
𝑡=1

𝑋𝑡 .

我们关注当 Δ𝑡 → 0时该过程的行为。此时，

E [𝑍 (𝑇 )] = 0 且 Var [𝑍 (𝑇 )] = 𝛿2
𝑇
Δ𝑡∑
𝑡=1

Var [𝑋𝑡 ] = 𝛿2 · 𝑇
Δ𝑡

.

通过选择 𝛿 =
√
Δ𝑡，我们可以在 Δ𝑡 → 0时将该过程的期望和方差与离散随机游走对应

起来。由中心极限定理可知，𝑍 (𝑇 )的分布会收敛到 N(0,𝑇 )，即 这里极限的收敛是依分布收敛。

lim
Δ𝑡→0

𝑍 (𝑇 ) = lim
Δ𝑡→0

√
Δ𝑡

𝑇
Δ𝑡∑
𝑡=1

𝑋𝑡
𝐷
= 𝜉𝑇 ∼ N(0,𝑇 ) .

换句话说，‘‘连续’’版的一维随机游走在时间 𝑇 时服从 N(0,𝑇 ) 分布，这便是布朗运动。现
在我们引入其形式化定义：
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设 (Ω,F,ℙ) 为概率空间，则𝑊 可以看作

从 Ω × ℝ映射到 ℝ的函数。“𝑊 (𝑡 ) 几乎处
处连续’’的意思是：∃Ω0 ⊆ Ω，满足

ℙ [Ω0 ] = 1，且对所有 𝜔 ∈ Ω0，函数

𝑓 (𝑡 ) :=𝑊 (𝜔, 𝑡 ) 关于 𝑡 是连续的。

定义 1 (标准布朗运动 /维纳过程). 我们称随机过程 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0 为标准布朗运动或维纳过程，
当且仅当它满足以下条件：

• 𝑊 (0) = 0；

•（独立增量）∀0 ≤ 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ · · · ≤ 𝑡𝑛，𝑊 (𝑡1) −𝑊 (𝑡0)，𝑊 (𝑡2) −𝑊 (𝑡1)，. . .，𝑊 (𝑡𝑛) −𝑊 (𝑡𝑛−1)
是相互独立的；

•（平稳增量） ∀𝑠, 𝑡 > 0，𝑊 (𝑠 + 𝑡) −𝑊 (𝑠) ∼ N (0, 𝑡)；

• 𝑊 (𝑡) 几乎处处连续。

关于布朗运动一个最基本的问题就是它是

否存在。严格的构造标准布朗运动超出了这

门课的范畴，感兴趣的同学可以参考随机过

程的高级教材。我们在这里假设标准布朗运

动（以及其生活在的概率空间）是存在的。

回忆一下，均值为 𝜇、方差为 𝜎2的高斯分布 N(𝜇, 𝜎2) 的概率密度函数为

𝑓𝜇,𝜎2 (𝑥) = 1
𝜎
√
2𝜋

exp
(
− (𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2

)
.

我们用 Φ(·)表示 𝑁 (0, 1) 的累积分布函数（CDF），即 Φ(𝑡) =
∫ 𝑡

−∞ 𝑓𝑁 (0,1) (𝑥) d𝑥。
下面，我们用 𝑓𝑡 (𝑥)表示𝑁 (0, 𝑡)的概率密度函数。对于任意 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ · · · ≤ 𝑡𝑛，𝑊 (𝑡1),𝑊 (𝑡2), . . . ,𝑊 (𝑡𝑛)

的联合密度为

𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓𝑡1 (𝑥1) 𝑓𝑡2−𝑡1 (𝑥2 − 𝑥1) . . . 𝑓𝑡𝑛−𝑡𝑛−1 (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1) .

于是，我们可以方便的计算标准布朗运动中出现的各种概率。

示例 2. 设 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡。我们可以计算当 𝑋 (𝑡) = 𝑦时，𝑋 (𝑠)的条件分布。用 𝑓𝑠 |𝑡 (𝑥 |𝑦)表示条件
概率密度，即 𝑋 (𝑠) = 𝑥 在给定 𝑋 (𝑡) = 𝑦 下的概率密度。显然，

𝑓𝑠 |𝑡 (𝑥 |𝑦) =
𝑓𝑠 (𝑥) 𝑓𝑡−𝑠 (𝑦 − 𝑥)

𝑓𝑡 (𝑦)
= 𝐶 · exp

(
− (𝑥 − 𝑦𝑠/𝑡)2
2𝑠 (𝑡 − 𝑠)/𝑡

)
,

其中 𝐶 是与 𝑥,𝑦, 𝑠, 𝑡 无关的常数。因此，条件分布为高斯分布 𝑁
(
𝑠
𝑡
𝑦, 𝑠

𝑡
(𝑡 − 𝑠)

)
。

设 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0为标准布朗运动。如果 {𝑋 (𝑡)}𝑡≥0满足𝑋 (𝑡) = 𝜇 ·𝑡 +𝜎𝑊 (𝑡)，我们称 {𝑋 (𝑡)}𝑡≥0
为一个 (𝜇, 𝜎2)布朗运动。显然，𝑋 (𝑡) ∼ 𝑁

(
𝜇𝑡, 𝜎2𝑡

)
。

2 布朗运动的高斯过程刻画

关于高维高斯分布的更多性质可以参看我

的这个和这个讲义。

我们现在将引入高斯过程的概念，并给出布朗运动的另一种刻画。首先，回顾高维

高斯分布的概念。一个随机变量向量 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛) 被称为（𝑛 维）高斯分布，当且仅当

https://notes.sjtu.edu.cn/s/OjXYpu_Hq
https://notes.sjtu.edu.cn/s/K2OZ-huiZ
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∀𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 ∈ ℝ，
∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖 · 𝑋𝑖 是一维高斯分布。令 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛)⊤ 为均值向量，其中
𝜇𝑖 = E [𝑋𝑖]，令 Σ =

(
Cov

[
𝑋𝑖, 𝑋 𝑗

] )
𝑖, 𝑗
为协方差矩阵。则 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛)的概率密度函数 𝑓 为

∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛, 𝑓 (𝑥) = (2𝜋)− 𝑛
2 · |det Σ|− 1

2 · 𝑒− 1
2 (𝑥−𝜇 )⊤Σ−1 (𝑥−𝜇 ) .

定义 3 (高斯过程). 如果一个随机过程 {𝑋 (𝑡)}𝑡≥0满足∀0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ · · · ≤ 𝑡𝑛，(𝑋 (𝑡1), 𝑋 (𝑡2), . . . , 𝑋 (𝑡𝑛))
是高斯分布，则称其为高斯过程。

注意，高斯向量可以通过其均值向量和协方差矩阵刻画。标准布朗运动是一类特殊的

高斯过程，其 𝑋 (𝑠) 和 𝑋 (𝑡) 的协方差为 𝑠 ∧ 𝑡。

定义 4 (标准布朗运动 /标准Wiener过程). 我们称一个随机过程 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0为标准布朗运动
或Wiener过程，如果它满足以下条件：

• {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0是一个几乎处处连续的高斯过程；

• ∀𝑠 ≥ 0，E [𝑊 (𝑠)] = 0；

• ∀0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡，Cov(𝑊 (𝑠),𝑊 (𝑡)) = 𝑠。

我们将展示使用定义 4验证某随机过程是否为布朗运动更加方便。首先，我们验证这
两个定义是等价的。

命题 5. 标准布朗运动的两个定义是等价的。

证明. 我们先看定义 1推定义 4。给定定义 1，因为𝑊 (𝑠) ∼ N (0, 𝑠)，很容易知道 E [𝑊 (𝑠)] = 0
对所有 𝑠 ≥ 0成立。因此我们需要验证定义 4中所要求的的 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0 是高斯过程，并计算
𝑊 (𝑠)和𝑊 (𝑡) 的协方差。

需要注意的是，两个高斯随机变量的和不

一定是高斯随机变量，除非它们是联合高

斯的。独立只是联合高斯的一个特例（协方

差为零）。

注意，对于 ∀0 ≤ 𝑠 < 𝑡 和 ∀𝑎, 𝑏，我们有

𝑎𝑊 (𝑠) + 𝑏𝑊 (𝑡) = (𝑎 + 𝑏)𝑊 (𝑠) + 𝑏 (𝑊 (𝑡) −𝑊 (𝑠)) .

由于𝑊 (𝑠) 和𝑊 (𝑡) −𝑊 (𝑠) 是两个独立的高斯随机变量，𝑎𝑊 (𝑠) + 𝑏𝑊 (𝑡) 仍然是高斯随机变
量。

通过协方差的分配律，对于任意 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡，我们有

Cov [𝑊 (𝑠),𝑊 (𝑡)] = Cov [𝑊 (𝑠),𝑊 (𝑡) −𝑊 (𝑠) +𝑊 (𝑠)]

= Cov [𝑊 (𝑠),𝑊 (𝑡) −𝑊 (𝑠)] + Cov [𝑊 (𝑠),𝑊 (𝑠)]

= Var [𝑊 (𝑠)] = 𝑠 .
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接下来考虑定义 4推定义 1。给定定义 4，我们可以直接推导出定义 1中的第一条和第
四条性质。对于任意 0 ≤ 𝑡𝑖−1 ≤ 𝑡𝑖 ≤ 𝑡 𝑗−1 ≤ 𝑡 𝑗，我们有

Cov
[
𝑊 (𝑡𝑖) −𝑊 (𝑡𝑖−1),𝑊 (𝑡 𝑗 ) −𝑊 (𝑡 𝑗−1)

]
= Cov

[
𝑊 (𝑡𝑖),𝑊 (𝑡 𝑗 )

]
+ Cov

[
𝑊 (𝑡𝑖−1),𝑊 (𝑡 𝑗−1)

]
− Cov

[
𝑊 (𝑡𝑖),𝑊 (𝑡 𝑗−1)

]
− Cov

[
𝑊 (𝑡𝑖−1),𝑊 (𝑡 𝑗 )

]
= 𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1 − 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 = 0.

这表明𝑊 (𝑡𝑖) −𝑊 (𝑡𝑖−1) 和𝑊 (𝑡 𝑗 ) −𝑊 (𝑡 𝑗−1) 是独立的。因此，在定义 4中的 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0 满足
独立增量。

容易验证 ∀𝑠, 𝑡 > 0，𝑊 (𝑠 + 𝑡) −𝑊 (𝑠) 是一个均值为 0的高斯随机变量。注意到

Var [𝑊 (𝑡 + 𝑠) −𝑊 (𝑠)] = E
[
(𝑊 (𝑡 + 𝑠) −𝑊 (𝑠))2

]
= E

[
𝑊 (𝑡 + 𝑠)2

]
+ E

[
𝑊 (𝑠)2

]
− 2E [𝑊 (𝑡 + 𝑠)𝑊 (𝑠)]

= Var
[
𝑊 (𝑡 + 𝑠)2

]
+ Var

[
𝑊 (𝑠)2

]
− 2Cov [𝑊 (𝑡 + 𝑠),𝑊 (𝑠)]

= 𝑡 + 𝑠 + 𝑠 − 2𝑠 = 𝑡

因此，在定义 4中的 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0满足平稳增量。 □

示例 6. 假设 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0 是一个标准布朗运动。我们断言 {𝑋 (𝑡)}𝑡≥0 也是一个标准布朗运动，
其中 𝑋 (0) = 0且对于 𝑡 > 0，𝑋 (𝑡) = 𝑡 ·𝑊 ( 1

𝑡
)。

我们分别来验证定义 4中的三个要求。由于𝑊 ( 1
𝑡
) 是两个（几乎处处）连续函数的复

合，{𝑋 (𝑡)}𝑡≥0也是几乎处处连续的。对于任意 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 和 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛 ≥ 0，
∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑋 (𝑡𝑖) =∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑡𝑖 ·𝑊 ( 1

𝑡𝑖
)。由于 {𝑊 (𝑡)}是标准布朗运动，∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑡𝑖 ·𝑊 ( 1
𝑡𝑖
)是高斯分布。因此，{𝑋 (𝑡)}𝑡≥0

是一个高斯过程。对于 0 ≤ 𝑠 < 𝑡，

Cov [𝑋 (𝑠), 𝑋 (𝑡)] = Cov
[
𝑠𝑊

( 1
𝑠

)
, 𝑡𝑊

( 1
𝑡

) ]
= 𝑠𝑡 · Cov

[
𝑊

( 1
𝑠

)
,𝑊

( 1
𝑡

) ]
= 𝑠𝑡 · 1

𝑡
= 𝑠

因此，{𝑋 (𝑡)}𝑡≥0是一个标准布朗运动。
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3 布朗运动的性质

3.1 布朗运动的反射原理

我们研究布朗运动首次到达位置 𝑏的时间。这被称为 𝑏的首次到达时间（hitting time）。
首先考虑标准布朗运动 {𝑊 (𝑡)}。定义

𝜏𝑏 ≜ inf {𝑡 ≥ 0 |𝑊 (𝑡) > 𝑏} .

对于任意 𝑡 > 0，

ℙ [𝜏𝑏 < 𝑡] = ℙ [𝜏𝑏 < 𝑡 ∧𝑊 (𝑡) > 𝑏] + ℙ [𝜏𝑏 < 𝑡 ∧𝑊 (𝑡) < 𝑏]

= ℙ [𝑊 (𝑡) > 𝑏] + ℙ [𝑊 (𝑡) < 𝑏 | 𝜏𝑏 < 𝑡] · ℙ [𝜏𝑏 < 𝑡] .

注意到𝑊 (𝑡) ∼ N (0, 𝑡)。令 Φ为标准高斯分布的累积分布函数，即

Φ(𝑥) = 1
√
2𝜋

∫ 𝑥

−∞
𝑒−

𝑡2
2 𝑑𝑡 .

则

ℙ [𝑊 (𝑡) > 𝑏] = ℙ

[
𝑊 (𝑡)
√
𝑡

>
𝑏
√
𝑡

]
= 1 − Φ

(
𝑏
√
𝑡

)
.

假设我们已知 𝜏𝑏 的值，且 𝜏𝑏 < 𝑡，则可以将 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥𝜏𝑏 视为从位置 𝑏 开始的布朗运动。

因此，如 Figure 1所示，有 ℙ [𝑊 (𝑡) < 𝑏 | 𝜏𝑏 < 𝑡] = 1
2。

通过直接计算，我们得到

ℙ [𝜏𝑏 < 𝑡] = 2
(
1 − Φ

(
𝑏
√
𝑡

))
.

𝑏

𝜏b 𝑡

图 1:反射原则
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3.2 布朗运动与连续鞅

我们之前研究过离散鞅。我们现在可以把它推广到（时间）连续的场合。给定一个概率

空间 (Ω,F,ℙ)以及一个滤链 (F𝑡 )𝑡≥0，我们说一个随机过程 {𝑋 (𝑡)}𝑡≥0是一个（相对于 (F𝑡 )𝑡≥0
的）鞅，如果它满足以下条件：

• ∀𝑡 ≥ 0，𝑋 (𝑡) 是F𝑡 可测的；

• ∀𝑡 ≥ 0，E [|𝑋 (𝑡) |] < ∞；

• ∀𝑠 ≤ 𝑡，E [𝑋 (𝑡) | F𝑠] = 𝑋 (𝑠)。

鞅的概念对于我们未来理论的开展非常有用，今天我们仅仅给出它的定义，并验证几个简

单的例子。

这些例子均可以使用定义直接验证，留作

练习。

命题 7. 设F𝑡 = 𝜎 ({𝑋 (𝑠)𝑠≤𝑡 })。如下三个随机过程都是相对于 {F𝑡 }𝑡≥0的鞅。

• 𝑋 (𝑡) =𝑊 (𝑡)，其中 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0是标准布朗运动；

• 𝑋 (𝑡) =𝑊 (𝑡)2 − 𝑡；

• 𝑋 (𝑡) = exp(𝜃𝑊 (𝑡 ) )
E[exp(𝜃𝑊 (𝑡 ) ) ]，其中 𝜃 是一个常数。

3.3 布朗运动的不规则性

lim𝑡↓0 𝑓 (𝑡 ) 指的是 𝑓 (𝑡 ) 在 0的右极限。标准布朗运动 {𝑊 (𝑡)}𝑡≥0的一个经典性质是它的样本路径是几乎必然（almost surely）连

续但不可导的。我们不完整的证明这个性质，而只是简单的来说明一下 lim𝑡↓0
𝑊 (𝑡 )

𝑡
是几乎必

然不存在的。我们首先来考虑 lim sup𝑡↓0
𝑊 (𝑡 )

𝑡
。我们在刚才验证过 𝑋 (𝑡) = 𝑡 ·𝑊 ( 1

𝑡
) 也是标准

布朗运动，并且注意到

lim sup
𝑡↓0

𝑊 (𝑡)
𝑡

= lim sup
𝑠→∞

𝑠𝑊 ( 1
𝑠
) = lim sup

𝑠→∞
𝑋 (𝑠) .

要说明 lim sup𝑠→∞𝑋 (𝑠 ) = ∞几乎必然成立，
我们只需要证明对于任何 𝑎 ∈ ℚ，

lim sup𝑠→∞𝑋 (𝑠 ) > 𝑎几乎必然成立。我们可

以对于每一个足够大的 𝑠，控制

ℙ [𝑋 (𝑠 ) < 𝑎] 的概率。然后使用
Borel-Cantelli引理来得到几乎必然的结论。

但是，容易验证 lim sup𝑠→∞𝑋 (𝑠) = ∞几乎必然成立。同理 lim inf𝑡↓0 𝑊 (𝑡 )
𝑡

= −∞几乎必然成
立。因此 lim𝑡↓0

𝑊 (𝑡 )
𝑡
几乎必然不存在。
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