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1 耦合（Coupling）

今天我们将证明马尔可夫链的基本定理（Fundamental theorem ofMarkov chains, FTMC）。

如课堂所述，马尔可夫链可以从多种不同的角度来看待：作为一种随机过程，或是一个线性

算子，亦或是一个矩阵等等。每一种视角都提供了不同的工具来证明 FTMC。在这门课中，

我们将采用 ‘‘耦合’’（coupling）的方法，这是一种在概率论中被广泛使用的技巧。

我们首先定义两个分布的全变差距离（total variation distance）。

注意到，由于是离散（可数）空间，我们这

里再次滥用了 ‘‘分布’’ 的定义。我们把分布

看成在每个样本点上给一个概率值。在一

般情况下这是不行的。

定义 1 (全变差距离). 在一个可数状态空间 Ω上，两个分布 𝜇 和 𝜈 的全变差距离定义为

TV(𝜇, 𝜈) = 1
2

∑
𝑥∈Ω

|𝜇 (𝑥) − 𝜈 (𝑥) | .

1
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我们可以观察下图（概率质量函数的图像）中两个分布在同一样本空间上的关系。全

变差距离等于两条曲线所围面积的一半。从图中我们可以直接看出如下命题成立。

图 1: 𝜇 和 𝜈 的全变差距离

事实上，对于一般（不一定离散）的分布 𝜇

和 𝜈，我们用这个式子定义它们的全变差距

离，即

TV(𝜇, 𝜈 ) := sup
𝐴

|𝜇 (𝐴) − 𝜈 (𝐴) | .

其中 𝐴 来自于所有的可测集。

命题 2. 定义 𝜇 (𝐴) = ∑
𝑥∈𝐴

𝜇 (𝑥)，𝜈 (𝐴) = ∑
𝑥∈𝐴 𝜈 (𝑥)，则有

TV(𝜇, 𝜈) = max
𝐴⊆Ω

|𝜇 (𝐴) − 𝜈 (𝐴) | .

换句话说，两个分布 𝜇 和 𝜈 的全变差距离，可以看成那些所有 𝜇 比 𝜈 大的样本点上的

概率差的和。

我们接着来介绍耦合。我们这儿说的耦合，是定义在两个分布上的。我们不妨先假设

考虑的是离散分布，并且对应的事件集是样本点集的幂集。

严格的说，我们有两个概率空间 (Ω1,F1, 𝜇 )
和 (Ω2,F2, 𝜈 )，那么我们说概率空间

(Ω1 × Ω2,F1 ⊗ F2, 𝜔 ) 上的概率测度 𝜔 是 𝜇

和 𝜈 的耦合，当且仅当如果随机变量

(𝑋,𝑌 ) 的分布是 𝜔，那么它们的边缘分布

𝑋 和 𝑌 分别是 𝜇 和 𝜈。

定义 3 (耦合). 设 𝜇 和 𝜈 是分别定义在空间 Ω1 和 Ω2 上的两个分布。令 𝜔 为定义在空间

Ω1 × Ω2 上的分布。如果随机变量 (𝑋,𝑌 ) ∼ 𝜔 满足 𝑋 ∼ 𝜇 且 𝑌 ∼ 𝜈，则称 𝜔 为 𝜇 和 𝜈 的一个

耦合。

我们有时候也会说一个新的（定义在另外的概率空间上的）二元随机变量 (𝑋,𝑌 ) 随机

变量是 𝑋 和 𝑌 的耦合，它的意思是，(𝑋,𝑌 ) 的分布是 𝑋 的分布和 𝑌 的分布的耦合。在这门

课里，在不会引起误解的情况下，我们语言上不太区分随机变量的耦合和分布的耦合。

耦合总是存在的，比如我们让 𝜔 = 𝜇 ⊗ 𝜈，即 (𝑋,𝑌 ) ∼ 𝜔 对应于 𝑋 和 𝑌 各自独立的来自

𝜇 和 𝜈，那显然 𝜔 是 𝜇 和 𝜈 的耦合。然而，在许多应用中，我们希望 𝑋 和 𝑌 是相关的，同

时保持它们各自的边缘概率正确。

示例 4. 我们现在给出耦合的一个简单例子。我们来定义分布 Ber( 12 )和分布 Ber( 23 )的耦合。
我们把伯努利分布想象成掷硬币，其中 1代表正面（HEAD），0代表反面（TAIL）。设 (𝑋,𝑌 )
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(𝑋,𝑌 ) TAIL HEAD

TAIL 1/6 1/3
HEAD 1/6 1/3

表 1: 独立扔硬币产生的耦合

(𝑋,𝑌 ) TAIL HEAD

TAIL 1/3 1/6
HEAD 0 1/2

表 2: 使对角线概率最大的耦合

是投掷两枚硬币的结果，我们可以耦合如下（行代表 𝑋，列代表 𝑌）：容易看到，至少在离

散的场合，所谓 𝜇 和 𝜈 的耦合，就是对一个表格进行填数，使得行和与列和对应的边缘分

布分别对应了 𝜇 与 𝜈。

在上面的例子里，第一张图对应的是两个独立的硬币 𝑋 ∼ Ber( 12 )，𝑌 ∼ Ber( 23 )。而

在第二张图里，我们 ‘‘尽量’’ 的把联合分布的概率放在了对角线上。容易验证，这是使得

ℙ(𝑋,𝑌 )∼𝜔 [𝑋 = 𝑌 ] 最大的耦合 𝜔。

示例 5 (随机图的比较). Erdős-Rényi随机图模型 G(𝑛, 𝑝) 是指这样一个包含 𝑛 个顶点的随机

图的分布，我们通过如下操作来得到一个随机图𝐺 ∼ G(𝑛, 𝑝)：对于每一对点 {𝑖, 𝑗}，我们独
立的扔一个 Ber(𝑝)的硬币，如果是正面，就加入边 {𝑖, 𝑗}，如果是反面，则不加入。我们现
在想证明，ℙ𝐺∼G(𝑛,1/2) [𝐺 is connected] ≤ ℙ𝐻∼G(𝑛,2/3) [𝐻 is connected]。这看似是一个很显然的
结论，但似乎不太好严格的证明。我们现在用耦合的想法，来巧妙的说明。

我们首先看一下，如果要从 G(𝑛, 𝑝)中真的采样一个图，应该如何操作。一个很自然的做
法就是依次检查每一个 {𝑖, 𝑗}，对每一个点对，在 [0, 1]中均匀随机的选取一个实数 𝑟，然后看

如果 𝑟 ≤ 𝑝，则加上边 {𝑖, 𝑗}否则不加。我们现在想象有两个人同时从 G(𝑛, 1/2)和 G(𝑛, 2/3)
中采样图𝐺 和 𝐻。她们依次检查同一个{𝑖, 𝑗}，然后对每一个点对，在 [0, 1]中均匀随机的选
取一个实数 𝑟，然后两个人使用同一个𝑟，来决定自己的图里面是否有这一条边。显然，这样

获得的𝐺 和 𝐻 的分布是 G(𝑛, 1/2)和 G(𝑛, 2/3)的耦合。我们把这个耦合称作 𝜔。此外，我们

的构造保证了，如果 {𝑖, 𝑗}是𝐺 的边，那么它一定也是 𝐻 的边（因为 𝑟 ≤ 1/2 =⇒ 𝑟 ≤ 2/3）。
所以我们有下面的结论：

ℙ𝐺∼G(𝑛,1/2) [𝐺 is connected] = ℙ(𝐺,𝐻 )∼𝜔 [𝐺 is connected] ≤ ℙ(𝐺,𝐻 )∼𝜔 [𝐻 is connected] = ℙ𝐻∼G(𝑛,2/3) [𝐻 is connected] .

实际上，我们这里在每条边上构造的耦合就是示例 4里第二个表格里的耦合。

这也可能是耦合之所以被称为耦合的原因。

在文献中，我们往往把 𝑋 = 𝑌 这个事件称

为 “𝑋 和 𝑌 耦合住了’’。

实际上，我们会特别关心这种使 𝑋 = 𝑌 概率最大的耦合，因为它与两个分布的全变差

距离有密切联系。下面这个结论，称为耦合引理（coupling lemma），会在我们未来的学习中

扮演关键的角色。同样，我们不妨假设我们考虑的是有限的概率空间。这个引理对于一般

的概率空间也是正确的，但其证明留作练习。
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引理 6 (耦合引理). 设 𝜇 和 𝜈 是定义在同一个（离散）样本空间 Ω上的两个分布。则对于 𝜇

和 𝜈 的任何耦合 𝜔，有

ℙ(𝑋,𝑌 )∼𝜔 [𝑋 ≠ 𝑌 ] ≥ TV(𝜇, 𝜈).

并且，存在一个 ‘‘最优’’耦合 𝜔∗，使得

ℙ(𝑋,𝑌 )∼𝜔∗ [𝑋 ≠ 𝑌 ] = TV(𝜇, 𝜈).

证明. 对于有限的 Ω，设计一个耦合等价于填充一个 Ω × Ω 的矩阵，使得其边缘分布正确。

回忆我们定义过记号 𝑎 ∧ 𝑏 := min {𝑎,𝑏}，

𝑎 ∨ 𝑏 := max {𝑎,𝑏}。

显然有

ℙ [𝑋 = 𝑌 ] =
∑
𝑡 ∈Ω

ℙ [𝑋 = 𝑌 = 𝑡] ≤
∑
𝑡 ∈Ω

𝜇 (𝑡) ∧ 𝜈 (𝑡) .

因此，

ℙ [𝑋 ≠ 𝑌 ] ≥ 1 −
∑
𝑡 ∈Ω

𝜇 (𝑡) ∧ 𝜈 (𝑡) =
∑
𝑡 ∈Ω

(𝜇 (𝑡) − 𝜇 (𝑡) ∧ 𝜈 (𝑡)) .

由此，

ℙ [𝑋 ≠ 𝑌 ] = max
𝐴⊆Ω

{𝜇 (𝐴) − 𝜈 (𝐴)} = TV(𝜇, 𝜈) .

请务必想明白剩下的各自概率如何构造。为了构造 ‘‘最优’’ 的耦合 𝜔∗ 使得上述不等式取到等号，对于每个 𝑡 ∈ Ω，我们可以 ‘‘贪心’’
的令 ℙ(𝑋,𝑌 )∼𝜔∗ [𝑋 = 𝑌 = 𝑡] = min {𝜇 (𝑡), 𝜈 (𝑡)}。当然，我们还要说明剩下的格子能够合法的填

下去。至少存在这样一种填法：把剩下的格子里的概率定义成对于 𝜇 和 𝜈 去掉对角线概率

然后进行合理归一化后各自的概率乘积。 □

耦合引理为两个分布之间的距离提供了一种上界：对于任意两个分布 𝜇 和 𝜈 及其任意

耦合 𝜔，ℙ(𝑋,𝑌 )∼𝜔 [𝑋 ≠ 𝑌 ] 的上界也是 TV(𝜇, 𝜈) 的上界。这是一种非常有用的方法来约束全变

差距离。

2 马尔可夫链的基本定理

我们现在回忆一下在上一讲中介绍的马尔可夫链的基本定理。

定理 7 (马尔可夫链的基本定理). 若有限马尔可夫链 𝑃 ∈ ℝ𝑛×𝑛 是不可约且非周期的，则它有

唯一的平稳分布 𝜋 ∈ ℝ𝑛。并且，对于任意分布 𝜇 ∈ ℝ𝑛，有

lim
𝑡→∞

𝜇T𝑃 𝑡 = 𝜋T.

今天我们将给出该定理的证明。为此，我们首先研究不可约且非周期链的转移矩阵 𝑃

的性质。我们将使用以下引理。
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引理 8. 设 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑠 是一组正整数，满足 gcd(𝑐1, . . . , 𝑐𝑠) = 1。则对于任何足够大的整数 𝑏，

存在 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑠 ∈ ℕ使得

𝑐1𝑦1 + 𝑐2𝑦2 + · · · + 𝑐𝑠𝑦𝑠 = 𝑏.

证明. 根据Bézout 恒等式，存在 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑠 ∈ ℤ，使得

𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + · · · + 𝑐𝑠𝑥𝑠 = 1 .

我们对 𝑠 进行归纳。𝑠 = 1 的情形显然成立。假设 𝑠 ≥ 2 且引理对更小的 𝑠 成立。令 𝑔 =

gcd(𝑐1, . . . , 𝑐𝑠−1)。根据归纳假设，我们知道

𝑐1
𝑔

· 𝑥1 +
𝑐2
𝑔

· 𝑥2 + · · · + 𝑐𝑠−1
𝑔

· 𝑥𝑠−1 = 𝑏′ ⇐⇒ 𝑐1 · 𝑥1 + 𝑐2 · 𝑥2 + · · · + 𝑐𝑠−1𝑥𝑠−1 = 𝑔 · 𝑏′

对足够大的 𝑏′ 有非负解。因此，我们只需证明以下方程

𝑔 · 𝑏′ + 𝑐𝑠 · 𝑥𝑠 = 𝑏 (1)

对于任何足够大的 𝑏，存在非负解 (𝑏′, 𝑥𝑠)，且 𝑏′ > 0。换句话说，我们需要证明，对于任意

𝑏0 > 0，当 𝑏 足够大时，方程 (1) 有 𝑏′ > 𝑏0 的非负解。

注意到 gcd(𝑔, 𝑐𝑠) = 1，我们可以找到整数 (𝑦, 𝑥) 使得

𝑔 · 𝑦 + 𝑐𝑠 · 𝑥 = 1 ⇐⇒ 𝑔 · (𝑏𝑦) + 𝑐𝑠 · (𝑏𝑥) = 𝑏.

注意，对于任意 𝑘 ∈ ℤ≥0，有 𝑔 · (𝑏𝑦 + 𝑘𝑐𝑠) + 𝑐𝑠 · (𝑏𝑥 − 𝑘𝑔) = 𝑏。我们需要 𝑏𝑦 + 𝑘𝑐𝑠 > 𝑏0 且

𝑏𝑥 − 𝑘𝑔 ≥ 0，这等价于
𝑏𝑥

𝑔
≥ 𝑘 >

𝑏0 − 𝑏𝑦
𝑐𝑠

.

当 𝑏 ≥ 𝑔(𝑏0 + 𝑐𝑠) 时，总能找到这样的整数 𝑘。 □

接下来我们利用这一引理证明不可约且非周期链的以下性质。

命题 9. 设 𝑃 ∈ ℝ𝑛×𝑛 是一个不可约且非周期的马尔可夫链。则有

∃ 𝑡 ∗ : ∀ 𝑖, 𝑗 ∈ [𝑛] : 𝑃 𝑡
∗ (𝑖, 𝑗) > 0 .

证明. 不可约的性质意味着

∀ 𝑖, 𝑗 : ∃ 𝑡 : 𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) > 0 .

假设从状态 𝑖 出发并返回 𝑖 的环路有 𝑠 条，其长度为 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑠。根据非周期性，我们有

gcd(𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑠) = 1 .

对于任意足够大的𝑚 和任意状态对 (𝑖, 𝑗)，根据上述引理和不可约性，存在从 𝑖 到 𝑗 的

恰好𝑚 步的路径。因此，存在 𝑡 ∗ > 0，使得对于任意状态对 (𝑖, 𝑗)，𝑃 𝑡
∗ (𝑖, 𝑗) > 0。此外，对于

任何 𝑡 > 𝑡 ∗，𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) > 0 对任意 𝑖, 𝑗 ∈ Ω 都成立。 □

https://en.wikipedia.org/wiki/Bézout's_identity
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3 马尔可夫链基本定理的证明

我们已知 𝑃 有一个平稳分布 𝜋。我们需要证明，对于任意初始分布 𝜇0，成立

lim
𝑡→∞

TV(𝜇𝑡 , 𝜋) = 0 ,

其中 𝜇T𝑡 = 𝜇
T
0𝑃

𝑡。我们使用耦合引理，通过构造 𝜇𝑡 和 𝜋 的一个耦合，来给出它们的全变差距

离的一个上界。为了方便阐述，我们引入马尔可夫链的耦合的概念。

设 (𝑋𝑡 )𝑡≥0, {𝑌𝑡 }𝑡≥0 是两个马尔可夫链，它们的转移矩阵分别是 𝑃 和𝑄。我们说一个（二

元取值）的随机过程 (𝑋𝑡 , 𝑌𝑡 )𝑡≥0 是 (𝑋𝑡 )𝑡≥0 和 (𝑌𝑡 )𝑡≥0 的耦合，如果对于任意 𝑡 ≥ 1，∀𝑖, 𝑗：

ℙ(𝑋𝑡 ,𝑌𝑡 )
[
𝑋𝑡 = 𝑗

�� 𝑋𝑡−1 = 𝑖
]
= 𝑃 (𝑖 → 𝑗)

ℙ(𝑋𝑡 ,𝑌𝑡 )
[
𝑌𝑡 = 𝑗

�� 𝑌𝑡−1 = 𝑖] = 𝑄 (𝑖 → 𝑗) .

换句话说，如果我们单独盯着 𝑋𝑡 或者 𝑌𝑡 看，它的演化行为分别和 𝑋𝑡 和 𝑌𝑡 是一样的。

请验证这件事！如果我们用 𝜇𝑡 表示 𝑋𝑡 的分布，用 𝜈𝑡 表示 𝑌𝑡 的分布，那么显然 (𝑋𝑡 , 𝑌𝑡 ) 的分布是 𝜇𝑡 和 𝜈𝑡 的

一个耦合。

在课堂上，我们直接考虑 𝑡 ∗ 步的转移矩阵

𝑄 := 𝑃𝑡∗，并对 𝑄 构造马尔可夫链的耦合来

进行证明。这样做会更加简洁一点（请大家

自己尝试）。但我在讲义上保留直接对 𝑃 做

耦合的证明，其原因在于，我们最后会需要

一个 ‘‘耦合的耦合’’ 的论述，我觉得很有意

思。

我们接下来，通过构造马尔可夫链的耦合的方式，来证明马尔可夫链的基本定理。假

设 {𝑋𝑡 } 和 {𝑌𝑡 } 是从不同分布出发的两个相同的马尔可夫链，其中 𝑌0 ∼ 𝜋 而 𝑋0 由任意分布

𝜇0 生成。

现在我们有两列随机变量：

𝜇0 𝜇1 𝜇𝑡

≀ ≀ ≀
𝑋0 → 𝑋1 → 𝑋2 → · · · → 𝑋𝑡 → 𝑋𝑡+1 → · · ·

𝑌0 → 𝑌1 → 𝑌2 → · · · → 𝑌𝑡 → 𝑌𝑡+1 → · · ·
≀ ≀ ≀
𝜋 𝜋 𝜋

我们现在构造 (𝑋𝑡 )𝑡≥0 和 (𝑌𝑡 )𝑡≥0 的这两个马尔可夫链的耦合 (𝑋𝑡 , 𝑌𝑡 )𝑡≥0：

• 初始情况，分别独立的从 𝜇0 和 𝜋 中采样：𝑋0 ∼ 𝜇0，𝑌0 ∼ 𝜋；

• 对于 𝑡 ≥ 1，如果 𝑋𝑡−1 = 𝑌𝑡−1，则令 𝑋𝑡 = 𝑌𝑡，否则分别独立的按照 𝑃 从 𝑋𝑡−1 和 𝑌𝑡−1 演

化。

根据耦合引理，我们有

TV(𝜇𝑡 , 𝜋) ≤ ℙ(𝑋𝑡 ,𝑌𝑡 )
[
𝑋𝑡 ≠ 𝑌𝑡

]
.
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令 𝑡 ∗ 为上面命题中提到的 𝑡 ∗。令 𝛿 为一个正常数，使得对于任意状态对 (𝑖, 𝑗)，𝑃 𝑡 ∗ (𝑖, 𝑗) ≥ 𝛿 > 0。

我们首先断言，对于任意初始状态 𝑋0, 𝑌0，成立

ℙ
[
𝑋𝑡 ∗ ≠ 𝑌𝑡 ∗

]
≤ 1 − 𝛿2

如果上述断言成立，我们可以对 𝑋2𝑡 ∗ 和 𝑌2𝑡 ∗ 未相遇的概率进行如下估计：

ℙ
[
𝑋2𝑡 ∗ ≠ 𝑌2𝑡 ∗

]
= ℙ

[
𝑋2𝑡 ∗ ≠ 𝑌2𝑡 ∗ |𝑋𝑡 ∗ = 𝑌𝑡 ∗

]
ℙ
[
𝑋𝑡 ∗ = 𝑌𝑡 ∗

]
+ ℙ

[
𝑋2𝑡 ∗ ≠ 𝑌2𝑡 ∗ |𝑋𝑡 ∗ ≠ 𝑌𝑡 ∗

]
ℙ
[
𝑋𝑡 ∗ ≠ 𝑌𝑡 ∗

]
≤ (1 − 𝛿2) · ℙ

[
𝑋𝑡 ∗ ≠ 𝑌𝑡 ∗

]
≤ (1 − 𝛿2)2

通过归纳法可以得到 ℙ
[
𝑋𝑘𝑡 ∗ ≠ 𝑌𝑘𝑡 ∗

]
≤ (1 − 𝛿2)𝑘。根据耦合引理，

TV(𝜇𝑘𝑡 ∗, 𝜋) ≤ ℙ
[
𝑋𝑘𝑡 ∗ ≠ 𝑌𝑘𝑡 ∗

]
≤ (1 − 𝛿2)𝑘 .

另一方面，我们还有以下引理。

引理 10. 对于任意 𝑡 ≥ 0，有 TV(𝜇𝑡+1, 𝜋) ≤ TV(𝜇𝑡 , 𝜋)成立。

证明. 这里我们简要说明证明思路。我们再次使用耦合引理。根据耦合引理，我们只需构造

一个 𝜇𝑡+1 和 𝜋 的耦合，使得当从该耦合中抽取 (𝑋𝑡+1, 𝑌𝑡+1) 时，ℙ [𝑋𝑡+1 ≠ 𝑌𝑡+1] 被 TV(𝜇𝑡 , 𝜋) 所

控制。我们可以通过以下方式构造耦合：

• 从 𝜇𝑡 和 𝜋 的最优耦合中抽取 (𝑋𝑡 , 𝑌𝑡 )；

• 如果 𝑋𝑡 = 𝑌𝑡，则令 𝑋𝑡+1 从 𝑋𝑡 演化，且 𝑌𝑡+1 = 𝑋𝑡+1；

• 如果 𝑋𝑡 ≠ 𝑌𝑡，则令 𝑋𝑡+1 和 𝑌𝑡+1 分别从 𝑋𝑡 和 𝑌𝑡 独立演化。

□

结合上述所有结果，我们可以得出结论：

lim
𝑡→∞

TV(𝜇𝑡 , 𝜋) = 0

最后，我们需要证明上述断言。直观上，我们有 ℙ [𝑋𝑡 ∗ = 1] ≥ 𝛿 以及 ℙ [𝑌𝑡 ∗ = 1] ≥ 𝛿，并

且在两链尚未相遇时，它们是独立的，如果相遇了，那自然永远相等。但如果要严格的说

明，我们使用一个 ‘‘耦合的耦合’’ 的论证。我们把具体细节留作作业。
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4 马尔可夫链的收敛速率与混合时间（Mixing Time）

我们现在开始研究马尔可夫链的收敛速率。我们从混合时间的概念开始。对于任意 𝜀 >

0，马尔可夫链 𝑃 的（误差不超过 𝜀）的混合时间定义为最小的步数 𝑡，使得从任意初始分布

运行马尔可夫链后，其与平稳分布的全变差距离至多为 𝜀。形式化地定义为：

𝜏mix(𝜀) := min
𝑡

sup
𝜇0

TV(𝜇𝑡 , 𝜋) ≤ 𝜀.

在有的文献里，人们会定义 𝜏mix := 𝜏mix(1/4)，并直接把 𝜏mix 称为混合时间。

回忆刚才我们用耦合法证明马尔可夫链基本定理的时候，我们用到了不等式

TV(𝜇𝑡 , 𝜋) ≤ ℙ(𝑋𝑡 ,𝑌𝑡 )
[
𝑋𝑡 ≠ 𝑌𝑡

]
.

为什么这个不等式可以蕴含混合时间上界？

请自己严格证明。

其中 (𝑋𝑡 , 𝑌𝑡 ) 是一个耦合。显然，如果我们能够定量的控制上式右边的概率，比如说证明对

于任意初始的 (𝑋0, 𝑌0)，ℙ(𝑋𝑡 ,𝑌𝑡 )
[
𝑋𝑡 ≠ 𝑌𝑡

]
≤ 𝜀，那么根据定义，马上就能得到 𝜏mix(𝜀) ≤ 𝑡。换

句话说

一个好的耦合可以给出马尔可夫链的混合时间的好的上界

因此，耦合法是我们将要介绍的证明马尔可夫链收敛速度上界的第一个方法。下面是

几个例子。

4.1 超立方体上的随机游走

这是个可逆马尔可夫链，因此使用细致平衡

条件即可简单验证其平稳分布为均匀分布。

考虑在 𝑛-立方体上的随机游走。状态空间为 Ω = {0, 1}𝑛，当且仅当 ∥𝑥 −𝑦∥1 = 1 时，状

态 𝑥 和 𝑦 之间存在一条边。容易验证，这个马尔可夫链的唯一平稳分布是 Ω 上的均匀分布。

我们从一个点 𝑋0 ∈ Ω 出发，在每一步中，如果当前的位置是 𝑋𝑡 ∈ {0, 1}𝑛： 这里以 1
2 概率不动的主要目的是为了使得

马尔可夫链非周期化。在每个点上都加上

自环的马尔可夫链也被称为 lazy chain。• 以概率 1
2 保持不动；

• 否则，随机选择一个 𝑖 ∈ [𝑛] 并翻转 𝑋𝑡 (𝑖)。

现在我们用耦合分析该过程的混合时间。我们可以把它每一步的移动写成下面这个等价形

式。

• 随机选择一个 𝑖 ∈ [𝑛] 和一个 𝑏 ∈ {0, 1}；

• 将 𝑋𝑡 (𝑖) 改为 𝑏。

我们构造一组马尔可夫链的耦合 (𝑋𝑡 , 𝑌𝑡 )，其中 𝑋0 和 𝑌0 是任意状态。构造方法是
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两个随机游走 𝑋𝑡 和 𝑌𝑡 在每一步选择相同的 𝑖 和 𝑏。

于是，一旦某个位置 𝑖 ∈ [𝑛] 被选择，𝑋𝑡 (𝑖) 和 𝑌𝑡 (𝑖) 将永远相同。因此，这个问题等价于我

们研究过的奖券收集问题。我们可以计算出对于 𝑡 ≥ 𝑛 log𝑛 + 𝑐𝑛，未选择第 𝑖 维的概率为：(
1 − 1

𝑛

)𝑛 log𝑛+𝑐𝑛

≤ 𝑒−𝑐

𝑛
.

于是，至少存在一个维度未被选择的概率不超过 𝑒−𝑐。我们希望这个概率小于 𝜀，因此选择

𝑐 > log 1
𝜀
。于是，

𝜏mix(𝜀) ≤ 𝑛 log
𝑛

𝜀
.

接下来我们稍作修改，将随机游走里每一步不动的概率由 1
2 改为 1

𝑛+1，即以概率 1
𝑛+1 保

持不动，使得这个 lazy walk 略为活跃一点。在这种情况下，我们描述另一种 𝑋𝑡 和 𝑌𝑡 的耦合

方法。我们总可以不失一般性的排列 𝑋𝑡 和 𝑌𝑡 的坐标，使得所有取值不同的坐标排在前面。

也就是说，存在一个索引 𝑘，使得当 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 时，𝑋𝑡 (𝑖) ≠ 𝑌𝑡 (𝑖)，而当 𝑖 > 𝑘 时，𝑋𝑡 (𝑖) = 𝑌𝑡 (𝑖)。
我们的耦合规则如下：

• 如果 𝑘 = 0，𝑌𝑡 的行为与 𝑋𝑡 相同。

• 如果 𝑘 = 1，当 𝑋𝑡 翻转第一位时，𝑌𝑡 保持不动；当 𝑋𝑡 保持不动时，𝑌𝑡 翻转第一位；其

余时间两者行为一样。

• 如果 𝑘 ≥ 2，我们区分 𝑋 是否翻转了 [𝑘] 中的位置：

– 如果 𝑋 保持不动或翻转了一个 𝑖 > 𝑘 的位置：𝑌 的行为相同；

– 如果 𝑋 翻转了 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘：𝑌 翻转 (𝑖 mod 𝑘) + 1，即将 1 ↦→ 2, 2 ↦→ 3, . . . , 𝑘 − 1 ↦→
𝑘, 𝑘 ↦→ 1。

显然，上述方法确实是一个耦合。事实上，这种耦合的行为类似于 ‘‘倍速奖券收集问题‘’，因

为在 𝑘 ≥ 2 的情况下，如果 𝑖 ∈ [𝑘]，我们每次可以 ‘‘收集’’ 两个奖券。因此，可以相信，

𝜏mix ≤
1
2
𝑛 log𝑛 + O(𝑛).

4.2 随机至顶（Random-to-Top）洗牌问题

给定一副 𝑛 张牌的牌堆，考虑以下洗牌规则：

• 随机抽取一张牌；

• 将这张牌放到牌堆的顶端。
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这一洗牌规则可以视为在 𝑛! 种排列上的随机游走，且容易验证，均匀分布是其平稳分布。

我们设计一个此马尔可夫链的耦合方法。即，设 𝑋𝑡 和 𝑌𝑡 分别表示两副牌堆，我们通过以下

方式构造 𝑋𝑡+1 和 𝑌𝑡+1：

抽取相同的牌。

注意，这里是抽取 ‘‘相同的牌’’，而不是位于相同位置的牌。换句话说，一旦我们在 𝑋𝑡

中抽取了 ♡𝐾，我们也在 𝑌𝑡 中抽取 ♡𝐾。

显然，这是一个耦合，而且一旦某张牌（比如 ♡𝐾）被抽取过，那么 ♡𝐾 在两副牌堆中

的位置将始终相同。因此，如果我们问需要多少轮𝑇 使得 𝑋𝑇 = 𝑌𝑇 ，这个问题就再次等价于

奖券收集问题。我们有

𝜏mix(𝜀) ≤ 𝑛 log
𝑛

𝜀
.


	耦合（Coupling）
	马尔可夫链的基本定理
	马尔可夫链基本定理的证明
	马尔可夫链的收敛速率与混合时间（Mixing Time）
	超立方体上的随机游走
	随机至顶（Random-to-Top）洗牌问题


