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1 常返性（Recurrence）

1.1 一个无穷状态马尔可夫链的例子

我们在上节课已经证明了对于任何有限状态的马尔可夫链，一定存在一个平稳分布。我

们今天来研究状态不一定是有限的情况。我们首先说明，如果马尔可夫链允许有无穷状态，

那么它不一定存在平稳分布。 𝑝 ∈ [0, 1]考虑以下在 ℕ上的随机游走。这一随机过程的状态空间为 ℕ，

在每个状态 𝑖，以概率 𝑝 转移到 𝑖 + 1，以概率 1− 𝑝 转移到 𝑖 − 1（若 𝑖 = 0，则以概率 1− 𝑝 停

留在原地）。

0 1 2 3
· · ·1 − 𝑝

1 − 𝑝 1 − 𝑝 1 − 𝑝

𝑝 𝑝 𝑝 𝑝

图 1:一维随机游走
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1 常返性（RECURRENCE） 2

我来研究这个马尔可夫链平稳分布的存在性，我们不妨设 𝜋 为该马尔可夫链的平稳分

布。那么根据定义，它一定满足以下关系式：

𝜋 (0) = 𝜋 (0) (1 − 𝑝) + 𝜋 (1)(1 − 𝑝) =⇒ 𝜋 (1) = 𝑝

1 − 𝑝
𝜋 (0),

𝜋 (1) = 𝜋 (0)𝑝 + 𝜋 (2)(1 − 𝑝) =⇒ 𝜋 (2) = 𝑝

1 − 𝑝
𝜋 (1),

· · ·

𝜋 (𝑖) = 𝜋 (𝑖 − 1)𝑝 + 𝜋 (𝑖 + 1)(1 − 𝑝) =⇒ 𝜋 (𝑖 + 1) = 𝑝

1 − 𝑝
𝜋 (𝑖) .

· · ·

注意 𝜋 是一个分布，因此
∑∞

𝑖=0 𝜋 (𝑖) = 1。我们可以得出以下结论：

• 若 𝑝 < 1
2，即

𝑝
1−𝑝 < 1，则

∑∞
𝑖=0

(
𝑝

1−𝑝

)𝑖
𝜋 (0) = 1。通过直接计算可得到对于任何 𝑖 ≥ 0，

𝜋 (𝑖) =
(

𝑝
1−𝑝

)𝑖 1−2𝑝
1−𝑝 。

• 若 𝑝 > 1
2，则

𝑝
1−𝑝 > 1。当 𝑖 → ∞时，若 𝜋 (0) ≠ 0，则 𝜋 (𝑖) → ∞。这意味着 𝜋 (0) =

𝜋 (1) = · · · = 𝜋 (𝑖) = · · · = 0。在这种情况下，该马尔可夫链没有平稳分布。

• 若 𝑝 = 1
2，则

𝑝
1−𝑝 = 1。因此 𝜋 (0) = 𝜋 (1) = · · · = 𝜋 (𝑖) = · · · 且 ∑∞

𝑖=0 𝜋 (0) = 1。这意味着
𝜋 (0) = 0，在这种情况下也没有平稳分布。

从这个例子可以看出，对于无穷状态的马尔可夫链，其平稳分布的存在性是一件非平

凡的事情。我们接下来仔细研究这个问题。

1.2 强马尔可夫性

设 𝑋0, 𝑋1, . . . ,为一个齐时的马尔可夫链，其中 𝑋𝑖 ∈ Ω。我们今天假设 Ω 是一个可能可

数无穷的集合，所以我们不能用一个矩阵来表示状态之间的转移，但我们可以定义一个函

数

𝑃 : Ω2 → [0, 1]

满足对于任何 𝑖 ∈ Ω，
∑

𝑗∈Ω 𝑃 (𝑖, 𝑗) = 1。我们有的时候会把 𝑃 称为一个马尔可夫链的转移核

（transition kernel）或者马尔可夫核（Markov kernel）。 我们未来会把转移核的概念推广更大的 Ω

（比如 ℝ）上，但现在我们假设 Ω是可数无

穷或者有限就好了。马尔可夫核也定义了

一个概率空间。我们可以把样本空间里的

每一个样本点想象成我们进行一个无限长

的随机游走的时候初始 𝑋0 的取值以及每一

步按照马尔可夫核定义的规则进行转移时

候投掷的随机硬币的取值。这个样本空间

上我们可以定义一个合法的概率空间，并

且把里面的概率测度叫 ℙ。

我们前面说过，马尔可夫链满足所谓

的马尔可夫性，也就是说

∀𝑡 < 𝑠, ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝑡 , 𝑥𝑠 ∈ Ω, ℙ [𝑋𝑠 = 𝑥𝑠 | 𝑋𝑡 = 𝑥𝑡 , 𝑋𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, . . . , 𝑋0 = 𝑥0] = ℙ [𝑋𝑠 = 𝑥𝑠 | 𝑋𝑡 = 𝑥𝑡 ] .

一个比较有意思的事情是，如果我们把上面定义里面的 𝑡 换成一个随机变量（我们一

般用 𝜏 来表示），类似的事情还对不对？实际上，这是一类更强的性质。
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定义 1. 一个随机变量 𝜏 是停时指的是对于任何

𝑡 ≥ 0，在我们看到了 𝑋0, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑡 之后，

就知道 [𝜏 ≥ 𝑡 ] 这个事件是否发生了。换句
话说，如果我们想象 𝜏 是让过程终止的时

刻，那么根据前 𝑡 轮的信息，我们就能知道

是否在第 𝑡 轮终止。我们在未来会详细介绍

停时的概念。

定义在同一个概率空间上的随机变量 𝑋0, 𝑋1, . . . 如果满足对于任意 (可以是随机的)

𝜏 < ∞，其中 𝜏 是停时（stopping time），都有

∀𝜏 < 𝑠, ∀𝑥1, . . . , 𝑥𝜏 , 𝑥𝑠 ∈ Ω, ℙ [𝑋𝑠 = 𝑥𝑠 | 𝑋𝜏 = 𝑥𝜏 , 𝑋𝜏−1 = 𝑥𝜏−1, . . . , 𝑋0 = 𝑥0] = ℙ [𝑋𝑠 = 𝑥𝑠 | 𝑋𝜏 = 𝑥𝜏 ]

以概率 1成立，则称这个随机过程具有强马尔可夫性。

对于连续时间的随机过程，可能满足马尔

可夫性但不满足强马尔可夫性，见这个帖

子的讨论。

容易验证，我们定义的离散时间的马尔可夫链总是满足强马尔可夫性的。有了强马尔

可夫性，我们可以得到下面这个结论。

命题 2. 对于任何 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑘 以及 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘，以及任何（可能随机）的时刻 𝜏，我们都有

ℙ
[
𝑋𝜏+𝑡1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝜏+𝑡𝑘 = 𝑥𝑘

�� 𝑋𝜏 = 𝑥0
]
= ℙ

[
𝑋𝑡1 = 𝑥1, . . . , 𝑋𝑡𝑘 = 𝑥𝑘

�� 𝑋0 = 𝑥0
]
.

换句话说，假设在某个时候，马尔可夫链回到了状态 𝑥0，那么它未来的分布和一开始

从 𝑥0开始的分布是一样的，也就是说世界重启了。

1.3 常返性

在讨论涉及无穷状态的时候，我们要把状态进行分类。 我们刚才非正式的介绍了马尔可夫链所对

应的概率空间。𝑇𝑖 是这个概率空间上的一

个随机变量，对于一个输入的样本点 𝜔，

𝑇𝑖 (𝜔 ) = min {𝑡 ≥ 1 | 𝑋𝑡 (𝜔 ) = 𝑖 } 为在这个
样本点上第一次访问状态 𝑖 的时间（初始点

不算）。它有的时候又被称为首返时间（first

return time）

定义 3. 对于 𝑖 ∈ Ω，令 𝑇𝑖 > 0为第一次返回状态 𝑖 的时间。记 ℙ𝑖 = ℙ [·|𝑋0 = 𝑖] 为把 𝑋0固定

为 𝑖 之后的概率测度。若 ℙ𝑖 [𝑇𝑖 < ∞] = 1，则称状态 𝑖 是常返（recurrent）的，否则称其为
瞬时（transient）的。

换句话说，常返性表示的是，从状态 𝑖 出发，以概率一在有限的时间内会回到 𝑖。用我

们上一节的语言说，就是世界会在有限步内重启。直观上，如果 𝑖 具有常返性，那么从 𝑖 出

发，世界将会一遍又一遍的重复。我们用 𝑁𝑖 :=
∑∞

𝑡=0 𝟙 [𝑋𝑡 = 𝑖] 来表示一共会访问多少次 𝑖，

那么有以下结论：

命题 4. 若 𝑖 是常返的，则 ℙ𝑖 [𝑁𝑖 = ∞] = 1。

证明. 对于每一个 𝑘 ≥ 1，我们定义第 𝑘 次的返回时间

𝑇 (1)
𝑖 = 𝑇𝑖 ; ∀𝑘 ≥ 2, 𝑇 (𝑘 )

𝑖 = min
{
𝑡 > 𝑇 (𝑘−1)

𝑖

��� 𝑋𝑡 = 𝑖
}
.

我们接下来使用归纳法证明对于每一个 𝑘 ≥ 1，都有 ℙ𝑖

[
𝑇 (𝑘 )
𝑖 < ∞

]
= 1。当 𝑘 = 1时，显然成

https://math.stackexchange.com/questions/3154056/strong-markov-property-vs-usual-markov-property
https://math.stackexchange.com/questions/3154056/strong-markov-property-vs-usual-markov-property
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立。那么假设对于 𝑘 ≥ 2，我们有

ℙ𝑖

[
𝑇 (𝑘 )
𝑖 < ∞

]
= ℙ𝑖

[
𝑇 (𝑘 )
𝑖 < ∞

��� 𝑇 (𝑘−1)
𝑖 < ∞

]
· ℙ𝑖

[
𝑇 (𝑘−1)
𝑖 < ∞

]
(归纳假设) = ℙ𝑖

[
𝑇 (𝑘 )
𝑖 < ∞

��� 𝑇 (𝑘−1)
𝑖 < ∞

]
(强马尔可夫性) = ℙ𝑖 [𝑇𝑖 < ∞]

= 1.

这便等价于 ℙ𝑖 [𝑁𝑖 = ∞] = 1。 □

我们之前的不可约是对于有限状态的马尔

可夫链定义的。但显然这个定义可以推广

到一般的状态空间中去，也就是说对于任

意 𝑖, 𝑗 ∈ Ω，都可以在有限步内从 𝑖 走到 𝑗

（存在有限的 𝑡，𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗 ) > 0）。

我们接下来想说明，常返性不是一个状态单独的形式，如果 𝑖和 𝑗 在状态转移图中是连

通的，那么他们俩要么同时是常返态，要么同时是瞬态。这个结论可以告诉我们，如果一个

马尔可夫链是不可约的，那么要么每个状态都是常返的，要么每个都不是。因此，我们有的

时候会说一个马尔可夫链是常返的。

命题 5. 若 𝑖 是常返的，并且在状态转移图中存在从 𝑖 到 𝑗 的一条有限路径，则 𝑗 也是常返

的。

证明. 我们的证明分三步，首先说明 ℙ𝑖

[
𝑇𝑗 < ∞

]
= 1，也就是说以概率 1，从 𝑖出发会在有限

步内到达 𝑗。由于我们知道存在一条从 𝑖 到 𝑗 的有限路径，我们假设这条有限路径上所有概

率的乘积为 𝑞 > 0。于是，从 𝑖 出发，有 𝑞的概率，我们会直接沿着这条路径直接走到 𝑗。我

们考虑一个几何分布 Geom(𝑞)，然后把我们从 𝑖 出发的随机游走和这个分布进行一个耦合：

我们扔一个 Ber(𝑞)的硬币，如果是正面，则沿着这个路径直接走到 𝑗，否则我们就按照马尔

可夫链剩下正确的概率进行游走。当返回了 𝑖 之后，我们就投掷第二个硬币。以此类推，直

到投出一个正面，而此时我们也从 𝑖 出发沿着路径直接走到了 𝑗。 请使用全概率公式验证这一点容易证明，即使在硬币投

掷为反面的条件下，我们一定也以概率 1在有限步能返回到 𝑖。而任何一个 𝑞 ≠ 0的几何分
布以概率 1在有限步内投掷出正面，而每次投掷在我们的耦合里我们都是以概率 1走有限
步，使用 union-bound，一定以概率 1走有限步到达 𝑗。因此我们有 ℙ𝑖

[
𝑇𝑗 < ∞

]
= 1。

我们接着说明 ℙ𝑗 [𝑇𝑖 < ∞] = 1。使用反证法，如果 ℙ𝑗 [𝑇𝑖 < ∞] = 𝑝 < 1，那么从 𝑖 出发，

我有 𝑞的概率直接走到 𝑗，然后又有 1−𝑝的概率无法在有限步回到 𝑖，那么说明ℙ𝑖 [𝑇𝑖 = ∞] ≥
𝑞(1 − 𝑝)，矛盾。

有了这两个结论，那我们知道从 𝑗 出发，我们以 1的概率有限步到 𝑖，接着我们又以 1
的概率有限步到 𝑗，所以

ℙ𝑗

[
𝑇𝑗 < ∞

]
≥ ℙ𝑗 [𝑇𝑖 < ∞] · ℙ𝑖

[
𝑇𝑗 < ∞

]
= 1 · 1 = 1.

□
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我们接着给出几个常返的等价刻画，我们之前已经说明了，如果一个状态 𝑖 是常返的，

那么 ℙ𝑖 [𝑁𝑖 = ∞] = 1。我们接下来说明反过来也是成立的。

命题 6. 设 𝑖 是一个状态，𝑁𝑖 是从 𝑖 开始的访问次数。则以下条件等价：

1. 𝑖 是常返的。

2. ℙ𝑖 [𝑁𝑖 = ∞] = 1。

3. E𝑖 [𝑁𝑖] = ∞。

证明. 对于一般的非负随机变量 𝑋，

ℙ [𝑋 = ∞] = 1显然是要比 E [𝑋 ] = ∞强的。
但这儿，对于 𝑋 = 𝑁𝑖，在 ℙ𝑖 下两者是等价

的。

我们已经证明了 1 =⇒ 2，而 2 =⇒ 3是显然的。我们现在说明 3 =⇒ 1。假设 𝑖

不是常返的，也就是说 ℙ𝑖 [𝑇𝑖 < ∞] = 𝛼 < 1。那我们可以把从 𝑖 出发的随机游走返回自身的

次数和一个几何分布 Geom(1 − 𝛼) 进行耦合: 从 𝑖 开始，投掷一个硬币 Ber(1 − 𝛼)，如果是
正面，就不再回来了，否则就会在有限步内回来，并重新投掷硬币，重复以上过程。于是，

𝑁𝑖 + 1 ∼ Geom(1 − 𝛼)。因此它的期望是有限的，矛盾。 □

我们有的时候便可以通过计算 E𝑖 [𝑁𝑖] 来判断一个状态是否是常返的。下面是一个著名
的例子。

A drunk man will find his way home, but a

drunk bird may get lost forever. —角谷静夫
示例 7 (醉汉与醉鸟). 想象在一个网格上进行随机游走，每一步我们都均匀随机地选择一个
方向。那么我们是否能够以概率 1回到原点？或者等价地，这个马尔可夫链是常返的还是
瞬时的？首先我们考虑一维网格。设 𝑋0 = 0且 𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + Δ，其中 Δ是从 {−1, 1}中独立均
匀随机选取的。于是，

E0 [𝑁0] = E0

[
∞∑
𝑡=0

𝟙 [𝑋𝑡 = 0]
]
=

∞∑
𝑡=0

ℙ0 [𝑋𝑡 = 0] =
∞∑

𝑚=0

ℙ0 [𝑋2𝑚 = 0] .

斯特林公式：𝑛! =
√
2𝜋𝑛

(
𝑛
𝑒

)𝑛 (1 + 𝑜 (1) )。其中最后一步是由于我们只可能在偶数步回到原点。我们用斯特林公式来估算一下概率

ℙ0 [𝑋2𝑚 = 0]。对于𝑚 ≥ 1，

ℙ0 [𝑋2𝑚 = 0] =
(2𝑚
𝑚

)
22𝑚

≈
√
4𝜋𝑚

( 2𝑚
𝑒

)2𝑚
2𝜋𝑚

(
𝑚
𝑒

)2𝑚 · 2−2𝑚 =
1

√
𝜋𝑚

.

因此，E0 [𝑁0] =
∑∞

𝑚=0 ℙ0 [𝑋2𝑚 = 0] ≈ 1 +∑∞
𝑚=1

1√
𝜋𝑚
是发散的。这表明一维网格上的随机游走

的马尔可夫链是常返的。

对于 𝑑 维网格上的随机游走，我们可以简单的将其建模成在每一维独立的随机游走。

也就是说，对于每一个 𝑖 ∈ [𝑑]，独立均匀随机的选取 Δ𝑖 ∈ {−1, 1}，然后移动到 𝑋𝑡+1 =

𝑋𝑡 + (Δ1,Δ2, . . . ,Δ𝑑 )。由此可得 ℙ𝑖 [𝑋2𝑚 = 0] = (ℙ𝑖 [𝑋2𝑚 (1) = 0])𝑑 ≈
(

1√
𝜋𝑚

)𝑑
。我们知道级数
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1 +∑∞
𝑚=1

(
1√
𝜋𝑚

)𝑑
当且仅当 𝑑 ≤ 2时发散。因此，只有当网格的维数为 1或 2时，随机游走才

是常返的。

2 正常返（Positive Recurrence）与零常返（Null
Recurrence）

但是，我们马上可以看到例子说明，一个不可约的马尔可夫链，如果它有常返性，并不

能保证存在平稳分布。为了进一步刻画什么时候一个马尔可夫链存在平稳分布，我们引入

正常返（positive recurrence）的概念。
正常返有时候简称 ‘‘正返’’，零常返有时候
简称 ‘‘零返’’。

定义 8 (正常返性). 如果一个状态 𝑖 是常返的，并且满足 E𝑖 [𝑇𝑖] < ∞，我们称它是正常返的。
如果该状态是常返的但是 E𝑖 [𝑇𝑖] = ∞，则称其为零常返的。

显式的引入 𝑐𝑖 的目标是定义清楚这个随机

过程的概率空间，每一个序列 𝑐1, 𝑐2, . . . 是

一个样本点。因为我们接下来要使用一些

随机变量的等式，因此把样本点定义出来

是必要的。

我们依旧研究图1的例子，来看看它什么时候是常返，什么时候是正常返的。为了严格
说明这一点，我们用 𝑐1, 𝑐2, · · · ∼ Ber(𝑝) 来表示随机游走每一步时候所投掷的硬币。我们用
这个硬币来决定移动的方向：在第 𝑡 步时，

• 如果 𝑐𝑡 是正面，则向右走；

• 如果 𝑐𝑡 是背面，且目前的位置不为零，则向左走，否则原地不动。

我们用 Δ𝑡 来表示这个移动的增量，注意，Δ𝑡 是由 𝑐𝑡 和当前位置共同决定的。对于任何 𝑖 ≥ 0，
我们定义一族随机变量

{
𝑋 𝑖
𝑡

}
𝑡≥0用来表示从 𝑖 开始的随机游走的每一步的状态。我们对于任

何 𝑖，我们有

𝑋 𝑖
0 = 𝑖; ∀𝑡 ≥ 1, 𝑋 𝑖

𝑡 = 𝑋 𝑖
𝑡−1 + Δ𝑡 .

我们用记号 𝑇𝑖→𝑗 表示 𝑋 𝑖
𝑡 中第一次到达 𝑗 的时间，也就是说

𝑇𝑖→𝑗 = min
{
𝑡 ≥ 1

�� 𝑋 𝑖
𝑡 = 𝑗

}
.

定义事件 A = [Δ1 = +1]，即 ‘‘第一步向右移动’’，那么根据马尔可夫性，我们有
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ℙ [𝑇0→0 < ∞] = ℙ
[
𝑇0→0 < ∞|Ā

]
ℙ
[
Ā
]
+ ℙ [𝑇0→0 < ∞|A] ℙ [A]

= (1 − 𝑝) · 1 + 𝑝 · ℙ [𝑇1→0 < ∞] , (1)

ℙ [𝑇1→0 < ∞] = ℙ
[
𝑇1→0 < ∞|Ā

]
ℙ
[
Ā
]
+ ℙ [𝑇1→0 < ∞|A] ℙ [A]

= (1 − 𝑝) · 1 + 𝑝 · ℙ [𝑇2→0 < ∞] , (2)

ℙ [𝑇2→0 < ∞] = ℙ
[
𝑇2→1 < ∞∧𝑇𝑇2→1

1→0 < ∞
]

(强马尔可夫性) = ℙ [𝑇2→1 < ∞] · ℙ
[
𝑇𝑇2→1
1→0 < ∞

]
= ℙ [𝑇1→0 < ∞]2 . (3)

这里𝑇
𝑇2→1
1→0 := 𝑇1→0 ◦ 𝜃𝑇2→1，其中 𝜃𝑇2→1 是移

位算子，表示把输入的样本点移动𝑇2→1 步。

直观上，我们想说𝑇 𝜏
1→0 是一个随机变量，

它表示给定一个样本点，我们的随机游走

先走 𝜏 步之后𝑇1→0 的取值。实际上，我们

在接下来的计算中，很多时候都隐式的使

用了移位算子。

为简便起见，令 𝑦 ≜ ℙ [𝑇1→0 < ∞]。结合式 (2)和式 (3)，我们得到 𝑦 = 1−𝑝 +𝑝𝑦2，解得 𝑦 = 1
或 𝑦 = 1−𝑝

𝑝
。根据式 (1)，ℙ [𝑇0→0 < ∞] = 1或 2 − 2𝑝。

• 当 𝑝 < 1
2 时，2 − 2𝑝 作为概率无意义。因此 ℙ [𝑇0→0 < ∞] = 1，马尔可夫链是常返的。

• 当 𝑝 = 1
2 时，2 − 2𝑝 = 1。在此情况下，马尔可夫链也是常返的。

• 当 𝑝 > 1
2 时，我们马上会验证 ℙ [𝑇0→0 < ∞] < 1，于是就有 ℙ [𝑇0→0 < ∞] = 2 − 2𝑝。令

{𝛿𝑘 }∞𝑘=0是一组独立同分布的随机变量，定义为

𝛿𝑘 =


+1, 概率为𝑝,

−1, 概率为1 − 𝑝.

对于一个足够大的 𝑛 ∈ ℕ，我们可以以概率 𝑝𝑛 > 0在 𝑛 步内从 0走到 𝑛（即 𝑋𝑛 = 𝑛）。

假设我们已经到达 𝑛，考虑从 𝑛返回 0恰好需要 𝑘 步的概率。显然，当 𝑘 < 𝑛时该概率

为零。对于每一个 𝑘 ≥ 𝑛，我们对 ℙ [𝑇𝑛→0 = 𝑘] 进行上界估计：

ℙ [𝑇𝑛→0 = 𝑘] ≤ ℙ

[
𝑘∑
𝑡=1

𝛿𝑡 = −𝑛
]

≤ ℙ

[
𝑘∑
𝑡=1

𝛿𝑡 − E

[
𝑘∑
𝑡=1

𝛿𝑡

]
≤ −𝑛 − E

[
𝑘∑
𝑡=1

𝛿𝑡

] ]

(Hoeffding不等式) ≤ exp
©­­«−

2𝑘
(
𝑛+(2𝑝−1)𝑘

𝑘

)2
4

ª®®¬ .
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然后，我们计算从 𝑛返回 0的概率。通过 union-bound，

ℙ [𝑇𝑛→0 < ∞] = ℙ

[⋃
𝑘≥𝑛

[𝑇𝑛→0 = 𝑘]
]

≤
∞∑
𝑘=𝑛

ℙ [𝑇𝑛→0 = 𝑘]

≤ exp (−(2𝑝 − 1)𝑛)
∞∑
𝑘=𝑛

exp
(
−𝑛2

2𝑘
− (2𝑝 − 1)2𝑘

2

)
.

注意到
∞∑
𝑘=𝑛

exp
(
−𝑛2

2𝑘

)
· exp

(
− (2𝑝 − 1)2𝑘

2

)
≤

∞∑
𝑘=𝑛

exp
(
− (2𝑝 − 1)2𝑘

2

)
=

exp
(
− (2𝑝−1)2

2 𝑛
)

1 − exp
(
− (2𝑝−1)2

2

) .
因此，

ℙ [𝑇𝑛→0 < ∞] ≤
exp

(
− (2𝑝−1)2

2 𝑛 − (2𝑝 − 1)𝑛
)

1 − exp
(
− (2𝑝−1)2

2

) . (4)

由于式 (4) 的右侧关于 𝑛 是指数级减小的，我们可以找到一个足够大的常数 𝑛 使得

ℙ [𝑇𝑛→0 < ∞] < 1，因此，对于足够大的 𝑛，从 0走到 𝑛 且永远不返回的概率大于 𝑝𝑛 ·
ℙ [𝑇𝑛→0 = ∞] > 0。因此，该马尔可夫链是瞬时的。

接下来我们验证当 𝑝 < 1
2 时马尔可夫链是正常返的，而当 𝑝 = 1

2 时是零常返的。使用马

尔可夫性和全期望公式， 这里的(7)式的正确性同样使用了移位算子：
即我们有随机变量等式

𝑇2→0 = 𝑇2→1 +𝑇1→0 ◦ 𝜃𝑇2→1。E [𝑇0→0] = ℙ
[
Ā
]
· 1 + ℙ [A] (1 + E [𝑇1→0]), (5)

E [𝑇1→0] = ℙ
[
Ā
]
· 1 + ℙ [A] (1 + E [𝑇2→0]), (6)

E [𝑇2→0] = E [𝑇2→1] + E [𝑇1→0] . (7)

注意 E [𝑇2→1] = E [𝑇1→0]。对式 (6)取期望并结合式 (7)，我们有

E [𝑇1→0] = 1 − 𝑝 + 𝑝 (1 + 2E [𝑇1→0]),

解得 E [𝑇1→0] = 1
1−2𝑝。对式 (5)取期望，我们得到 E [𝑇0→0] = 1−𝑝

1−2𝑝。因此：

• 当 𝑝 = 1
2 时，E [𝑇0→0] = ∞，该马尔可夫链是零返的。

• 当 𝑝 < 1
2 时，E [𝑇0→0] < ∞，该马尔可夫链是正返的。
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