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1 马尔可夫链基本定理（一般版本）

在本节中，我们将证明具有无限状态的马尔可夫链的基本定理。右边我们给出了马尔

可夫链一些性质的缩写，我们接下来使用这些缩写来描述要证明的结果。
• 非周期性：[A]periodicity,

• 不可约性：[I]rreducibility,

• 常返性：[R]erruence,

• 正常返性：[P]ositive [R]ecurrence,

• 存在平稳分布：Existence of
[S]ationary Distribution,

• 存在唯一的平稳分布：[U]niqueness
of Stationary Distribution,

• 收敛性：[C]onvergence,

• 有限状态：[F]initeness.

使用这些缩写，我

们之前学习过的有限状态的马尔可夫链定理可以表述为：[F]+[A]+[I] =⇒ [S]+[U]+[C]。我
们上节课的讨论表明，如果没有 [F]，那么 [S]不一定成立。我们现在说明，只需要把 [F]换
成 [PR]就行。

定理 1 (马尔可夫链基本定理).

[PR] + [A] + [I] =⇒ [S] + [U] + [C] .

在证明定理之前，我们需要准备一些数学工具。
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1 马尔可夫链基本定理（一般版本） 2

1.1 大数定律

设 𝑋1, 𝑋2, . . . 是一列独立同分布的可积随机变量，设它们的期望 E [𝑋1] = E [𝑋2] = · · · =
𝜇 < ∞。令 𝑋𝑛 = 1

𝑛

∑𝑛
𝑖=1𝑋𝑖 为样本均值。我们在概率论课学过若干大数定律，其中最常见的

是以下两个：

定理 2 (辛钦弱大数定律). 样本平均值依概率收敛于期望值： 依概率收敛的定义是对于任意 𝜀 > 0，

lim
𝑛→∞

ℙ
[��𝑋𝑛 − 𝜇

�� < 𝜖
]
= 1.

𝑋𝑛

𝑝
−→ 𝜇 𝑛 → ∞.

定理 3 (科尔莫格洛夫强大数定律). 样本平均值几乎必然（或以概率 1）收敛于期望值： 设 (Ω, F,ℙ) 为概率空间。此处 𝑋𝑛 → 𝜇 表

示存在𝑀 ∈ F满足：

• ℙ(𝑀 ) = 1;

• ∀𝜔 ∈ 𝑀 , 𝑋𝑛 (𝜔 ) 𝑛→∞−→ 𝜇。

𝑋𝑛
a.s.−→ 𝜇 𝑛 → ∞.

ℙ
[
lim
𝑛→∞

𝑋𝑛 → 𝜇
]
= 1.

对于各种收敛的关系，以及各种花式大数

定律，可以参见我的讲义（这个、这个和这

个）。

顾名思义，以概率收敛弱于以概率 1收敛。我们接下来使用强大数定律的到下面这个
关于马尔可夫链的大数定律。

定理 4 (马尔可夫链的强大数定律). 若从状态 𝑖 到 𝑗，从 𝑗 到 𝑖 均有有限路径，那么 回忆我们之前定义过 ℙ𝑖 [ · ] = ℙ [ · | 𝑋0 = 𝑖 ]。

ℙ𝑖

[
lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝟙 [𝑋𝑡 = 𝑗] = 1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] ] = 1.

在进行证明之前，我们先仔细阅读一下这个定理的结论。我们假设 𝑖 = 𝑗 并且 𝑗 是正常

返的。那么，对于每一个 𝑛，
∑𝑛

𝑡=1 𝟙 [𝑋𝑡 = 𝑗]表示在前 𝑛步中访问 𝑗 的次数。于是 𝑛除上这个

次数就应该表示平均每一次从 𝑗 出发返回到 𝑗 的平均时间。这个定理便是说明，这件事情

在 𝑛趋向于无穷大时是以概率 1成立的。

证明. 若 𝑗 是非常返的，则马尔可夫链以概率 1仅有限次访问 𝑗。因此，

ℙ𝑖

[
lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝟙 [𝑋𝑡 = 𝑗] = 1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] ] = ℙ𝑖

[
lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝟙[𝑋𝑡 = 𝑗] = 0

]
= 1.

因此，我们假设 𝑗 是常返的。我们首先对 𝑖 = 𝑗 的情况进行证明。我们称从 𝑗 出发再次访问

𝑗 为一个循环。记𝐶𝑟 为第 𝑟 次循环的长度，𝑆𝑘 =
∑𝑘

𝑟=1𝐶𝑟。我们用 𝑘𝑛 表示第 𝑛 + 1步前总共经
历了多少个循环，即 𝑘𝑛 = max {𝑘 | 𝑆𝑘 ≤ 𝑛}。则有 𝑆𝑘𝑛 ≤ 𝑛 < 𝑆𝑘𝑛+1，从而

𝑆𝑘𝑛
𝑘𝑛

≤ 𝑛
𝑘𝑛

<
𝑆𝑘𝑛+1
𝑘𝑛
。注

意到以概率 1，当 𝑛 → ∞时 𝑘𝑛 → ∞。因此以概率 1，

lim
𝑘→∞

𝑆𝑘
𝑘

≤ lim
𝑛→∞

𝑛

𝑘𝑛
< lim

𝑘→∞

𝑆𝑘+1
𝑘

.

https://notes.sjtu.edu.cn/s/piHfX21dy
https://notes.sjtu.edu.cn/s/eMnmzhVYd
https://notes.sjtu.edu.cn/s/1OM5ZyucD
https://notes.sjtu.edu.cn/s/1OM5ZyucD
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注意 𝑆𝑘 =
∑𝑘

𝑟=1𝐶𝑟，其中每个𝐶𝑟 是期望为 E𝑗

[
𝑇𝑗

]
的 i.i.d.随机变量。根据强大数定律 (定理 3)，

有 lim𝑘→∞
𝑆𝑘
𝑘
= E𝑗

[
𝑇𝑗

]
，且 lim𝑘→∞

𝑆𝑘+1
𝑘

= E𝑗

[
𝑇𝑗

]
。因此以概率 1，

E𝑗

[
𝑇𝑗

]
= lim

𝑛→∞

𝑛

𝑘𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛∑𝑛
𝑡=1 𝟙[𝑋𝑡 = 𝑗]

若 𝑗 是常返的且 𝑖 ≠ 𝑗，令 𝑇𝑖→𝑗 为从 𝑖 出发第一次访问 𝑗 的时间。则有：

𝑆𝑘𝑛 +𝑇𝑖→𝑗

𝑘𝑛
≤ 𝑛

𝑘𝑛
<

𝑆𝑘𝑛+1 +𝑇𝑖→𝑗

𝑘𝑛

由于 ℙ𝑖

[
𝑇𝑖→𝑗 < ∞

]
= 1，因此 ℙ𝑖

[
lim𝑘→∞

𝑇𝑖→𝑗

𝑘
= 0

]
= 1。其余证明与 𝑖 = 𝑗 的情况相同。 □

这里 𝑃 可以类比为一个无穷维的转移矩阵。

推论 5. 令 𝑃 为一个不可约马尔可夫链的转移函数，其中 𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = ℙ [𝑋𝑡 = 𝑗 |𝑋0 = 𝑖]。则对于
任意状态 𝑖, 𝑗，

lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = 1
E𝑗 [𝑇𝑗 ]

证明. 根据定义 𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) 的定义，我们有 关于控制收敛定理，可以查看我的讲义。

lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

E𝑖 [𝟙 [𝑋𝑡 = 𝑗]]

(期望的线性性) = lim
𝑛→∞

E𝑖

[
1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝟙 [𝑋𝑡 = 𝑗]
]

(控制收敛定理) = E𝑖

[
lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝟙 [𝑋𝑡 = 𝑗]
]

(定理 4) =
1

E𝑗

[
𝑇𝑗

] .
□

1.2 基本定理的证明

我们将首先证明平稳分布的存在性和唯一性（即 [S]和 [U]）。

定理 6. [I] + [PR] =⇒ [S] + [U].

证明. 我们首先证明 [U]。设 S为状态集合。假设 𝜋 是马尔可夫链的一个平稳分布，即：

∀𝑗 ∈ S, ∀𝑡 ≥ 0,
∑
𝑖∈S

𝜋 (𝑖)𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = 𝜋 ( 𝑗)

https://en.wikipedia.org/wiki/Dominated_convergence_theorem
https://notes.sjtu.edu.cn/s/iYMNgt6aF
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这意味着对于 𝑛 ≥ 1，
1
𝑛

∑
𝑖∈S

𝜋 (𝑖)
𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = 𝜋 ( 𝑗)

取 𝑛 → ∞，得：

𝜋 ( 𝑗) = lim
𝑛→∞

∑
𝑖∈S

𝜋 (𝑖) 1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗)

(控制收敛定理) =
∑
𝑖∈S

𝜋 (𝑖) lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗)

(推论 5) =
∑
𝑖∈S

𝜋 (𝑖) · 1
E𝑗

[
𝑇𝑗

]
=

1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] .
这说明了，如果马尔可夫链有平稳分布，那它必须满足 𝜋 ( 𝑗) = 1

E𝑗 [𝑇𝑗]。我们接下来证明 𝜋 确

实是一个平稳分布。这个证明有一点微妙，我们先从 S是有限集开始。

S 是有限集 我们首先假设 S 是有限集，这样我们可以安心地在下面的计算中交换求极限
和求和的顺序。我们先来验证 𝜋 的每一项加起来是 1。我们有： 注意到，这里第三个等号交换求和和极限

用到了 S是一个有限集。∑
𝑗∈S

𝜋 ( 𝑗) =
∑
𝑗∈S

1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] =
∑
𝑗∈S

lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = lim
𝑛→∞

∑
𝑗∈S

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

∑
𝑗∈S

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = 1.

这表明 𝜋 是一个合法的分布。接下来验证 𝜋 确实是平稳分布。

根据推论 5，有

1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡+1(𝑖, 𝑗) .

注意 𝑃 𝑡+1(𝑖, 𝑗) = ∑
𝑘∈S 𝑃

𝑡 (𝑖, 𝑘)𝑃 (𝑘, 𝑗)，我们可以继续把上式写成

lim
𝑛→∞

∑
𝑘∈S

𝑃 (𝑘, 𝑗) 1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑘) =
∑
𝑘∈S

𝑃 (𝑘, 𝑗) lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑘) =
∑
𝑘∈S

𝑃 (𝑘, 𝑗) · 1
E𝑘 [𝑇𝑘]

.

事实上，当 S为有限集时，[PR]等价于 [I]。即，

𝜋 ( 𝑗) =
∑
𝑘∈S

𝑃 (𝑘, 𝑗) · 𝜋 (𝑘) .
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S 是无限集 当 S 是无限集时，不再能随便交换极限与求和（容易验证，控制收敛定理的
条件在这里不成立）。我们考虑 S的每个有限子集 𝐴，并作类似计算，可以得到∑
𝑗∈𝐴

𝜋 ( 𝑗) =
∑
𝑗∈𝐴

1
E𝑗 [𝑇𝑗 ]

=
∑
𝑗∈𝐴

lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = lim
𝑛→∞

∑
𝑗∈𝐴

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑡=1

∑
𝑗∈𝐴

𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) ≤ 1.

因此， ∑
𝑗∈S

𝜋 ( 𝑗) = sup
finite𝐴⊆S

∑
𝑗∈𝐴

𝜋 ( 𝑗) =: 𝐶 ≤ 1.

由于 [PR]，我们知道 𝐶 ≠ 0。接下来将证明 𝜋/𝐶 是一个平稳分布。由我们刚证明的平稳分
布的唯一性可得 𝐶 = 1。
类似的，对于任意有限集合 𝐴 ⊆ S，重复上面的计算，我们可以得到∑

𝑘∈𝐴
𝑃 (𝑘, 𝑗) · 1

E𝑘 [𝑇𝑘]
≤ 1

E𝑗

[
𝑇𝑗

] .
因此， ∑

𝑘∈S
𝑃 (𝑘, 𝑗) · 1

E𝑘 [𝑇𝑘]
= sup

finite 𝐴⊆S

∑
𝑘∈𝐴

𝑃 (𝑘, 𝑗) · 1
E𝑘 [𝑇𝑘]

≤ 1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] .
我们将证明等号确实成立。假设反之不成立，即假设∑

𝑘∈S
𝑃 (𝑘, 𝑗) · 1

E𝑘 [𝑇𝑘]
<

1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] .
将两边对所有 𝑗 ∈ S求和，我们得到∑

𝑘∈S

1
E𝑘 [𝑇𝑘]

<
∑
𝑗∈S

1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] ,
这显然是矛盾的。由此我们得知∑

𝑘∈S
𝑃 (𝑘, 𝑗) · 1

E𝑘 [𝑇𝑘]
=

1
E𝑗

[
𝑇𝑗

] ,
并且 𝜋 ( 𝑗) = 1

𝐶 ·E𝑗 [𝑇𝑗] 是一个平稳分布。由于分布的唯一性，我们可以得出 𝐶 = 1。 □

当然，我们最后还要说明，加上条件 [A]之后，便能得到 [C]。但这只需要重复我们在
有限场合基于耦合的证明即可，请读者自己补足证明。

2 2-SAT的随机游走算法

SAT问题，即判断一个给定的 CNF（Conjunctive Normal Form,合取范式）的公式是否
可满足，是计算机科学中一个非常核心的问题。对于任何 𝑘 ≥ 2，𝑘-SAT是 SAT的特例，满
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足其中 CNF公式的子句恰好由 𝑘 个变量组成。例如，

𝜙 = (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧)

是一个 2-CNF公式，而 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = true是使其满足的赋值之一。SAT属于 NP-完全问题，
并且当 𝑘 ≥ 3时我们有 𝑘-SAT也是 NP-完全的。我们在算法课上学过，可以使用寻找强连
通分量的算法在线性时间内解决 2-SAT问题。今天，我们在此介绍一种简单的随机化算法，
该算法也能以高概率在多项式时间内解决此问题。

设 𝜙 为一个 2-CNF公式，𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, ..., 𝑣𝑛}为其变量集合。算法按照如下步骤运行：

• 随机选择一个赋值 𝜎0 : 𝑉 → {true, false}。

• 对于 𝑡 = 0, 1, 2, . . . , 100𝑛2:

如果 𝜎𝑡 满足 𝜙，输出 𝜎𝑡；

否则，随机选取一个未满足的子句，例如 𝑐 = 𝑥 ∨ 𝑦。从 {𝑥,𝑦}中均匀随机选择一
个变量，并翻转其赋值。记翻转后的赋值为 𝜎𝑡+1。

• 输出 “𝜙 is not satisfiable’’。

这个算法的运行时间显然是 O(𝑛2 ·𝑚)，其中𝑚是公式子句的个数。我们现在说明其正

确性保证。

定理 7. 该算法以至少 1 − 1
100 的概率输出正确答案。

证明. 显然，如果这个 2-SAT的输入实例没有解，那么我们的算法始终会给出正确答案。因
此我们只需考虑在实例确实有一个可行赋值的条件下，算法输出无解的概率。

这个结论乍看起来有些奇怪，甚至有些反

直觉：所有赋值的个数是 2𝑛 个，而有可能
其中只有一个是可以满足远公式的赋值。

我们为什么可以仅仅随机采样了 O(𝑛2 ) 个
赋值，就以高概率保证能找到那个可满足

的赋值呢？

我们的算法生成 100𝑛2 + 1个赋值 𝜎0, 𝜎1, . . . , 𝜎100𝑛2。我们现在将说明，以至少 1− 1
100 的概

率，某个 𝜎𝑘（其中 𝑘 ∈
{
0, . . . , 100𝑛2 + 1

}
）是一个满足赋值。我们固定一个任意的 𝜎 : 𝑉 →

{true, false}的可满足赋值。实际上我们证明以下命题：对于足够大的 𝑘，在事件 “𝜎0, 𝜎1, . . . , 𝜎𝑘

中没有一个是满足赋值’’发生的条件下，𝜎𝑘+1 = 𝜎 的概率很高。

令 {𝑋𝑡 }100𝑛
2

𝑡=0 为随机变量序列，其中

𝑋𝑡 := |{𝑣 ∈ 𝑉 | 𝜎𝑡 (𝑣) = 𝜎 (𝑣)}| .

注意，{𝑋𝑡 }100𝑛
2

𝑡=0 不是一个马尔科夫链，因

为它只包含了 𝜎𝑡 的部分信息，因此我们无

法通过 𝑋𝑡 确定 𝑋𝑡+1 的分布。
首先我们验证 ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 1 | 𝜎𝑡 ] ≥ 1

2
1 并且 ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 − 1 | 𝜎𝑡 ] ≤ 1

2。不失一般性地

假设我们在第 𝑡 轮选择了子句 𝑐 = 𝑥 ∨𝑦。由于 𝜎𝑡 不满足 𝑐，我们有 𝜎𝑡 (𝑥) = 𝜎𝑡 (𝑦) = false。类

似地，𝑥 ∨ 𝑦 在 𝜎 下是满足的，因此 𝜎 (𝑥)和 𝜎 (𝑦)有三种可能的赋值：
1令 𝑌 为随机变量，则 ℙ [ · | 𝑌 ] : Ran(𝑌 ) → ℝ定义为 ℙ [ · | 𝑌 ] = E [𝟙[ · ] | 𝑌 ]。注意 ℙ [ · | 𝑌 ] 是随机变量。此处我们稍微滥

用符号记号，将事件 “∀𝑎 ∈ Ran(𝑌 ),ℙ [ · | 𝑌 = 𝑎] ≥ 1
2 ”写作 ℙ [ · | 𝑌 ] ≥ 1

2。
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0 1 2 · · · 𝑛-1 𝑛

1
2

1
2 1

1 1
2

1
2

• 若𝜎 (𝑥) = true且𝜎 (𝑦) = false，ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 1 | 𝜎𝑡 ] = ℙ [flip 𝑥] = 1
2，且ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 − 1 | 𝜎𝑡 ] =

ℙ [flip 𝑦] = 1
2。

• 若𝜎 (𝑥) = false且𝜎 (𝑦) = true，类似地我们有ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 1 | 𝜎𝑡 ] = ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 − 1 | 𝜎𝑡 ] =
1
2。

• 若 𝜎 (𝑥) = true且 𝜎 (𝑦) = true，ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 1 | 𝜎𝑡 ] = ℙ [flip 𝑥 or 𝑦] = 1。

因此，在 𝜎0, 𝜎1, . . . , 𝜎𝑡 中没有一个是可满足赋值的条件下，我们有 ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 1 | 𝜎𝑡 ] ≥ 1
2。

考虑定义在 [𝑛] ∪ {0}上的 1维随机游走 {𝑌𝑡 }𝑡≥0，其中 𝑌0 = 𝑋0，并且对于 𝑌𝑡 ∉ {0, 1}，有

𝑌𝑡+1 =


𝑌𝑡 + 1, w.p. 1

2

𝑌𝑡 − 1, w.p. 1
2

.

若 𝑌𝑡 = 0，则 𝑌𝑡+1 = 𝑌𝑡 + 1的概率为 1；若 𝑌𝑡 = 𝑛，则 𝑌𝑡+1 = 𝑌𝑡 − 1的概率为 1。
于是我们有2

ℙ
[
算法是正确的

]
≥ ℙ

[
∃𝑡 ∈ [0, 100𝑛2] s.t. 𝑋𝑡 = 𝑛

]
≥ ℙ

[
∃𝑡 ∈ [0, 100𝑛2] s.t. 𝑌𝑡 = 𝑛

]
.

假设初始时 𝑌0 = 𝑋0 = 𝑖。令 𝑇𝑖→𝑛 表示从 𝑖 到 𝑛的首次到达时间。则

E [𝑇𝑖→𝑛] =
𝑛−1∑
𝑘=𝑖

E [𝑇𝑘→𝑘+1] .

对于 𝑖 > 0，我们有 我们上节课定义过事件

A = [第一次向右移动]。E [𝑇𝑖→𝑖+1] = ℙ [A] + ℙ
[
Ā
]
(1 + E [𝑇𝑖−1→𝑖+1]) ,

又由于 E [𝑇𝑖−1→𝑖+1] = E [𝑇𝑖−1→𝑖] +E [𝑇𝑖→𝑖+1]，我们有 E [𝑇𝑖→𝑖+1] = 2+E [𝑇𝑖−1→𝑖]。注意到𝑇0→1 = 1，
则

E [𝑇𝑖→𝑛] =
𝑛−1∑
𝑘=𝑖

E [𝑇𝑘→𝑘+1] =
𝑛−1∑
𝑘=𝑖

2𝑘 + 1 = 𝑛2 − 𝑖2 ≤ 𝑛2.

2第二个不等式可通过构造满足对于所有 𝑡 ≥ 0，均有 𝑌𝑡 ≤ 𝑋𝑡 的耦合来验证。该耦合的存在性可由 ℙ [𝑋𝑡+1 = 𝑋𝑡 + 1 | 𝜎𝑡 ] ≥
ℙ [𝑌𝑡+1 = 𝑌𝑡 + 1] 保证。具体来说，如果 {𝜎 (𝑥 ), 𝜎 (𝑦) } 中一个为 false，一个为 true，则 𝑌𝑡+1 与 𝑋𝑡+1 的行为一致。如果 𝜎 (𝑥 ) =

𝜎 (𝑦) =true，则 𝑌𝑡+1 以均匀随机方式向 +1或 −1移动。
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我们然后使用马尔科夫不等式为 ℙ
[
∃𝑡 ∈ [0, 100𝑛2] s.t. 𝑌𝑡 = 𝑛

]
提供下界：

1 − ℙ
[
∃𝑡 ∈ [0, 100𝑛2] s.t. 𝑌𝑡 = 𝑛

]
= ℙ

[
𝑇𝑌0→𝑛 > 100𝑛2] ≤ E

[
𝑇𝑌0→𝑛

]
100𝑛2 ≤ 1

100
.

由式 (2)，我们可以得到 ℙ
[
算法输出正确解

]
总是不小于 1 − 1

100。 □
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