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1 泊松分布

考虑一个场景：某餐厅过去五天的顾客数量分别是 100、120、80、75 和 110。为了确保

明天的食材准备足够，我们需要根据前几天的顾客数量预测明天的顾客数量。一个常见的

方法是计算顾客数量的平均值（在本例中为 97）。然而，仅仅使用期望的信息往往是不够的，

有可能造成大量天数出现食材短缺的情况。因此，我们尝试建模每天顾客到来人数的分布。

为了得到这个分布，我们需要做一些假设。一个最常见的假设是假设顾客的到来是均

匀且独立的。我们可以假设一天被分为 𝑛 个等长的时间段，每个时间段足够短，以至于在

该时间段内最多只能有一位顾客进入餐厅，并且在每个时间段以 𝑝 的概率独立有一位顾客

进入餐厅。
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形式化地表示，对于 𝑖 ∈ [𝑛]，我们令 𝑋𝑖 = 𝟙
[
第𝑖 个时间段有顾客进入

]
，则 𝑋𝑖 ∼ Ber(𝑝)，

并且 𝑋𝑖 相互独立。设

𝑍𝑛 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖, 𝜆 = E [𝑍𝑛] = 𝑝 · 𝑛.

现在我们计算顾客数量 𝑍𝑛 的分布。对于任何常数 𝑘 ∈ ℕ，有：

ℙ [𝑍𝑛 = 𝑘] =
(
𝑛

𝑘

)
𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 =

𝑛(𝑛 − 1) · · · (𝑛 − 𝑘 + 1)
𝑘!

(
𝜆

𝑛

)𝑘 (
1 − 𝜆

𝑛

)𝑛−𝑘
.

我们在学习中心极限定理的时候，也证明

过二项式分布的和会收敛到正态分布。和

这里不同的点在于，在中心极限定理中，我

们假设 𝑝 是一个常数。

由于我们假设 𝑘 和 𝜆 是常数，当 𝑛 → ∞，上述表达式收敛于：

ℙ [𝑍𝑛 = 𝑘] = 𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆 .

我们便把概率质量函数满足任意 𝑘 ∈ ℕ，𝑝 (𝑘) = 𝜆𝑘

𝑘! 𝑒
−𝜆 的分布称为均值为 𝜆 的泊松分布，并

把这个分布记作 Pois(𝜆)。
设 𝑋 ∼ Pois(𝜆)。由于我们在上面是通过取极限的方式定义了泊松分布，因此需要验证

它确实是一个分布，并且其均值确实为 𝜆：

• 验证分布性质
∞∑
𝑘=0

𝜆𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆 = 𝑒−𝜆

∞∑
𝑘=0

𝜆𝑘

𝑘!
= 1.

因此它确实是一个分布。

• 验证均值

E [𝑋 ] =
∞∑
𝑘=0

𝑘 · 𝜆
𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆 = 𝜆.

两个独立的满足泊松分布的随机变量之和依旧满足泊松分布。

这个结论可以推广到任意 𝑛 个满足泊松分

布的随机变量：

如果 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 是 𝑛 个相互独立的随机

变量，且 𝑋𝑖 ∼ Pois(𝜆𝑖 )，则：

𝑛∑
𝑖=1

𝑋𝑖 ∼ Pois

(
𝑛∑
𝑖=1

𝜆𝑖

)
.

命题 1. 假设 𝑋1 ∼ Pois(𝜆1)并且 𝑋2 ∼ Pois(𝜆2)是两个独立的随机变量。那么：

𝑋1 + 𝑋2 ∼ Pois(𝜆1 + 𝜆2) .
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证明. 对于任意的 𝑛 ≥ 0，

ℙ [𝑋1 + 𝑋2 = 𝑛] =
𝑛∑

𝑚=0

ℙ [𝑋1 =𝑚] · ℙ [𝑋2 = 𝑛 −𝑚]

=
𝑛∑

𝑚=0

𝜆𝑚1
𝑚!

𝑒−𝜆1 ·
𝜆𝑛−𝑚2

(𝑛 −𝑚)!𝑒
−𝜆2

= 𝑒−(𝜆1+𝜆2 ) ·
𝑛∑

𝑚=0

(
𝑛

𝑚

)
𝜆𝑚1 𝜆

𝑛−𝑚
2

𝑛!

= 𝑒−(𝜆1+𝜆2 ) (𝜆1 + 𝜆2)𝑛
𝑛!

.

□

2 泊松过程（Poisson Process）

2.1 泊松过程的定义

我们刚才说了，均值为 𝜆 的泊松分布可以用来描述单位时间内平均顾客数为 𝜆 人的时

候，顾客人数的分布。如果我们统计一段时间内的顾客数量（例如从时间 𝑡1 到时间 𝑡2），假

设 𝑡2 − 𝑡1 是整数，并且顾客的到来依然是均匀的，那么按照我们上述的多个泊松分布变量

之和的结论，这段时间内来的顾客人数应该符合 Pois((𝑡2 − 𝑡1)𝜆) 分布。我们可以使用泊松过

程来描述一段时间内到来的顾客人数。 我们之前说过，对于一个随机过程，如果它

的时间戳 𝑡 是取 0, 1, 2 . . . 这样离散的值，

我们把它称为 ‘‘链’’；如果它的时间戳 𝑡 是

取比如 ℝ≥0 这样连续的值，我们把它称为

‘‘过程’’。我们可以自然的把马尔可夫链的

定义推广到马尔科夫过程（即 ‘‘无后效/记
忆性’’）。容易验证，泊松过程是一个马尔科

夫过程。

我们说一族随机变量 {𝑁 (𝑠)}𝑠≥0 为速率为 𝜆 的泊松过

程，当且仅当其满足以下条件：

1. 𝑁 (0) = 0；

2. 对于任意 𝑡, 𝑠 ≥ 0，有：

𝑁 (𝑡 + 𝑠) − 𝑁 (𝑠) ∼ Pois(𝜆𝑡);

3. 对于任意 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ · · · ≤ 𝑡𝑛，随机变量：

𝑁 (𝑡1) − 𝑁 (𝑡0), 𝑁 (𝑡2) − 𝑁 (𝑡1), . . . , 𝑁 (𝑡𝑛) − 𝑁 (𝑡𝑛−1)

相互独立。

实际上，满足条件的这样一族随机变量的概率空间长什么样子，这些随机变量作为概

率空间上的可测函数为什么存在，如何构造，并不是一件容易的事情。在我们这个课上，我

们不妨假设泊松过程是存在的，然后研究它的性质。

我们可以从另外一个角度来描述一个泊松过程，也就是考虑相邻两个顾客到达的间隔

时间。事实上，对于一个速率为 𝜆 的泊松过程，两名顾客之间的间隔时间满足速率为 𝜆 的

指数分布 Exp(𝜆)。为了说明这一点，我们先来考虑指数分布的一些性质。
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2.2 指数分布

回忆到我们曾经说过，速率为 𝜆 > 0 的指数分布的概率密度函数为：

𝑓 (𝑥) =

𝜆𝑒−𝜆𝑥 , 𝑥 ≥ 0;

0, 𝑥 < 0.

它的累积分布函数为：

𝐹 (𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑑𝑥 = 1 − 𝑒−𝜆𝑡 .

指数分布可以用来建模顾客到来的时间。比如说，速率为 𝜆 的指数分布可以用来表示，在一

个速率为 𝜆 的泊松过程里，从 0时刻开始，第一个顾客在 𝑡 时刻还未到来的概率是 1−𝐹 (𝑡) =
𝑒−𝜆𝑡。

使用定义可以容易地计算出，对于 𝑋 ∼ Exp(𝜆)，有：

E [𝑋 ] = 1
𝜆
, Var [𝑋 ] = 1

𝜆2
.

万恶之源指数分布的一个重要性质就是所谓的“无记忆性”，直观上来说，就是“假设已经等了第一个

顾客 𝑠 时间之后，他还没来，那此时还需等待的他到来时间的分布与一开始他到来时间的

分布相同”。

命题 2 (指数分布的无记忆性). 设 𝑋 ∼ Exp(𝜆)。那么对于任何 𝑡, 𝑠 > 0，

ℙ [𝑋 > 𝑡 + 𝑠 | 𝑋 > 𝑠] = ℙ [𝑋 > 𝑡] .

证明.

ℙ [𝑋 > 𝑡 + 𝑠 | 𝑋 > 𝑠] = ℙ [𝑋 > 𝑡 + 𝑠 ∧ 𝑋 > 𝑠]
ℙ [𝑋 > 𝑠]

=
ℙ [𝑋 > 𝑡 + 𝑠]
ℙ [𝑋 > 𝑠]

=
𝑒−𝜆 (𝑠+𝑡 )

𝑒−𝜆𝑠

= 𝑒−𝜆𝑡 .

□

指数分布另外一个有趣的性质是所谓“指数竞赛”。假设有两家商店，第一家商店第一位

顾客到来时间服从 Exp(𝜆1) 分布，第二家商店第一位顾客到来时间服从 Exp(𝜆2) 分布。那么，

这两家店同时开门后，第一位顾客的到来时间符合什么分布？答案是 Exp(𝜆1 + 𝜆2)。

命题 3 (指数竞赛). 设𝑋1 ∼ Exp(𝜆1)，𝑋2 ∼ Exp(𝜆2)为两个独立的随机变量。那么𝑌 := 𝑋1∧𝑋2 ∼
Exp(𝜆1 + 𝜆2)。
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这个性质可以自然推广到 𝑛 个独立指数分

布，即如果 ∀𝑖 ∈ [𝑛], 𝑋𝑖 ∼ Exp(𝜆𝑖 )，那么

min {𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 } ∼ Exp(𝜆1 + · · · + 𝜆𝑛 )。证明.

ℙ [𝑌 > 𝑡] = ℙ [𝑋1 > 𝑡 ∧ 𝑋2 > 𝑡] = ℙ [𝑋1 > 𝑡] ℙ [𝑋2 > 𝑡] = 𝑒−(𝜆1+𝜆2 )𝑡 .

□

我们接下来考虑“谁赢了竞赛”的问题，也就是说 𝑋1 < 𝑋2 的概率。我们用 𝑓𝜆 来表示

Exp(𝜆) 的概率密度函数，那么使用全概率公式，我们有： 这个结论同样可以自然推广到 𝑛 个指数分

布的场合：𝑋𝑖 是 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 中最小的概率

为 𝜆𝑖∑𝑛
𝑗=1 𝜆𝑗

。
ℙ [𝑋1 < 𝑋2] =

∫ ∞

0
𝑓𝜆1 (𝑡) · ℙ [𝑋2 > 𝑡] d𝑡 =

∫ ∞

0
𝜆1𝑒

−𝜆1𝑡𝑒−𝜆2𝑡 d𝑡 =
𝜆1

𝜆1 + 𝜆2
.

2.3 泊松过程的指数分布刻画

我们接下来证明一个重要的结论，它说明我们一开始定义的泊松过程可以用指数分布

的间隔来描述。

定理 4. 设 𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑛为一系列独立的指数分布随机变量，满足 𝜏𝑖 ∼ Exp(𝜆)。设𝑇𝑛 =
∑𝑛

𝑖=1 𝜏𝑖。

对于 𝑡 ≥ 0，定义 𝑁 (𝑡) := max {𝑛 | 𝑇𝑛 ≤ 𝑡}。那么 {𝑁 (𝑡)}𝑡≥0是一个泊松过程。

根据定理描述，我们可以想象 𝜏𝑖 就是第 𝑖 − 1 个顾客和第 𝑖 个顾客到达的时间间隔。𝑇𝑛

就表示第 𝑛 个顾客到达的时间。那么 𝑁 (𝑡) 就表示 𝑡 时刻之前到达了多少顾客。

证明. 我们首先说明，𝑇𝑛 满足所谓的 Gamma 分布 Γ(𝑛, 𝜆)，其概率密度为

𝑔𝑛 (𝑡) =

𝜆𝑒−𝜆𝑡 · (𝜆𝑡 )𝑛−1

(𝑛−1)! , 𝑡 ≥ 0;

0, 𝑡 < 0.

我们通过对 𝑛 进行归纳来证明。当 𝑛 = 1时，𝑇1 = 𝜏1 ∼ Exp(𝜆) = Γ(1, 𝜆)。假设𝑇𝑛 ∼ Γ(𝑛, 𝜆)
对于 𝑛 ≥ 1 成立。根据 𝑇𝑛 和 𝜏𝑛+1 的独立性，对于每一个 𝑡 ≥ 0，我们有

𝑔𝑛+1(𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑔𝑛 (𝑠) · 𝑓𝜆 (𝑡 − 𝑠) d𝑠

=
∫ 𝑡

0
𝜆𝑒−𝜆𝑠 · (𝜆𝑠)𝑛−1

(𝑛 − 1)! · 𝜆𝑒
−𝜆 (𝑡−𝑠 ) d𝑠

= 𝜆𝑒−𝜆𝑡
𝜆𝑛

(𝑛 − 1)!

∫ 𝑡

0
𝑠𝑛−1 d𝑠

= 𝜆𝑒−𝜆𝑡
𝜆𝑛

(𝑛 − 1)! ·
𝑡𝑛

𝑛

= 𝜆𝑒−𝜆𝑡 · (𝜆𝑡)
𝑛

𝑛!
.
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于是，我们便可以使用全概率公式来计算 𝑁 (𝑡) 的分布。

ℙ [𝑁 (𝑡) = 𝑛] = ℙ [𝑇𝑛 ≤ 𝑡 ∧𝑇𝑛+1 > 𝑡]

=
∫ 𝑡

0
𝑔𝑛 (𝑠) · ℙ [𝜏𝑛+1 > 𝑡 − 𝑠] d𝑠

=
∫ 𝑡

0
𝜆𝑒−𝜆𝑠 · (𝜆𝑠)𝑛−1

(𝑛 − 1)! · 𝑒
−𝜆 (𝑡−𝑠 ) d𝑠

= 𝜆𝑛𝑒−𝜆𝑡 · 𝑡
𝑛

𝑛!
.

因此，𝑁 (𝑡) ∼ Pois(𝜆𝑡)。我们接着来一一验证 {𝑁 (𝑡)}𝑡≥0 满足泊松过程定义的三个条件。

首先，𝑁 (0) = 0 是显然的。根据指数分布的无记忆性，我们知道 𝑁 (𝑠 + 𝑡) −𝑁 (𝑠) 的分布

和 𝑁 (𝑡) − 𝑁 (0) 一样是 Pois(𝜆𝑡)，因此第二个条件也满足。我们同样可以使用指数分布的无

记忆性验证第三个独立性条件。 □

3 泊松过程的稀疏化 (Thinning)

在我们用泊松过程建模顾客到店的例子里，我们可以分别考虑男顾客和女顾客的到来。

假设男女顾客的比例是 1 : 1，我们可以等价地建模为：对于每一个到达的顾客，投掷一个

公平的硬币，若是正面，则该顾客为男性；若是反面，则该顾客为女性。泊松过程的稀疏化

定理说明，男女顾客人数分别构成两个独立的速率为 𝜆
2 的泊松过程。

严格地说，给定一个泊松过程 {𝑁 (𝑡)}𝑡≥0，我们可以给第 𝑖 位到达的顾客引入一个独立

同分布的随机变量 𝑌𝑖，表示该顾客的种类，从而可以将泊松过程划分为若干子过程。我们

假设 𝑌𝑖 的取值是有限的非负整数，并且设 𝑝𝑘 = ℙ [𝑌𝑖 = 𝑘] 为其概率质量函数。对于每一个 𝑌𝑖

的可能取值 𝑘，我们用 𝑁𝑘 (𝑡) 表示截止时间 𝑡 时具有种类 𝑘 的顾客到达数量。那么 {𝑁𝑘 (𝑡)}𝑡≥0
被称为泊松过程的一个“稀疏化”。有如下一个有用且令人惊讶的命题。

假设我们有两个速率为 𝜆1 和 𝜆2 的泊松过

程，类似于有两个商店，他们到来的顾客是

独立的。我们可以考察它们到来的顾客的

总和，那这个总和也是一个泊松过程，容易

验证它的速率是 𝜆1 + 𝜆2。稀疏化可以看成这

个总和过程的逆操作，因此，两个过程是独

立的并不那么令人惊讶。但实际上，我们未

来会看到，稀疏化里的这个独立性会有产

生很多神奇的结论。从另外一个角度来说，

稀疏化的独立性也有不直观的地方。假设

我们有一家商店的顾客满足 Pois(1)，即平

均一分钟有一位顾客。然后每一个到来的

顾客都以 50% 的概率是男生，50% 的概率是

女生，可以等价的看成，每一位顾客到来

后，我们投掷一个公平硬币，来决定顾客的

性别。那么，假设在已知这一分钟来了 10
名男生顾客的情况下，女生顾客平均应该

来多少呢？直观上，由于性别是用投掷公平

硬币决定的，在男生到来的数量大大超过

平均数的情况下，应该是发生了来的顾客

人数偏离平均数的事件，所以女生到来的

人数应该也远高于平均数。但实际上，稀疏

化告诉我们，女生人数不受男生人数的影

响，是独立的。

命题 5. 对于每个 𝑘，{𝑁𝑘 (𝑡)}𝑡≥0是一个参数为 𝜆𝑝𝑘 的泊松过程。此外，所有过程的集合{
{𝑁𝑘 (𝑡)}𝑡≥0 : 𝑘 ∈ Im(𝑌1)

}
是相互独立的。

注意到，我们说两个随机过程 𝑁1(𝑡) 和 𝑁2(𝑡) 独立，指的是对于任意 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ · · · ≤ 𝑡𝑛，

随机变量
∪

𝑖∈[𝑛] {𝑁1(𝑡𝑖) − 𝑁1(𝑡𝑖−1), 𝑁2(𝑡𝑖) − 𝑁2(𝑡𝑖−1)} 是相互独立的。

证明. 我们只需要证明 𝑌𝑖 取两种值的情况即可，多种值的情况可以类似证明。假设 𝑌𝑖 ∈
{0, 1}。由于泊松分布本身的独立增量性质，为了验证独立性，我们只需要验证对于任意

𝑠, 𝑡 ≥ 0，𝑁0(𝑡 + 𝑠) − 𝑁0(𝑠) 和 𝑁1(𝑡 + 𝑠) − 𝑁1(𝑠) 独立即可。
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我们下面计算 𝑁0(𝑡) 和 𝑁1(𝑡) 的联合分布，并验证每一个 𝑁𝑖 (𝑡) 都是泊松过程。由泊松

过程的无记忆性，便可以得到独立性结论：

ℙ [𝑁0(𝑡) =𝑚 ∧ 𝑁1(𝑡) = 𝑛] = ℙ [𝑁0(𝑡) =𝑚 ∧ 𝑁 (𝑡) =𝑚 + 𝑛]

= ℙ [𝑁 (𝑡) =𝑚 + 𝑛] · ℙ [𝑁0(𝑡) =𝑚 | 𝑁 (𝑡) =𝑚 + 𝑛]

=
𝑒−𝜆𝑡 (𝜆𝑡)𝑚+𝑛

(𝑚 + 𝑛)! ·
(
𝑚 + 𝑛
𝑚

)
𝑝𝑚0 𝑝

𝑛
1

=
𝑒−𝜆𝑝0𝑡 (𝜆𝑝0𝑡)𝑚

𝑚!
· 𝑒

−𝜆𝑝1𝑡 (𝜆𝑝1𝑡)𝑛
𝑛!

.

□

3.1 稀疏化的一个应用

我们来看泊松过程在最大似然估计（maximum likelihood estimation, MLE）中的一个应

用。

假设有两位编辑在阅读一本 300 页的书。编辑 A 在书中发现了 100 个错别字，编辑 B
发现了 120 个错别字，其中 80 个是两人都发现的。

假设作者的错别字遵循一个参数为 𝜆 的泊松过程，每页的错误率未知。两位编辑分别

以未知的成功概率 𝑝𝐴 和 𝑝𝐵 抓到错别字。我们想知道总共有多少错别字。这可以通过估计

𝜆、𝑝𝐴 和 𝑝𝐵 来解决这个问题。

显然，总共有四种类型的错别字：

• 类型 1：未被两位编辑发现的错别字。发生概率为 𝑝1 = (1 − 𝑝𝐴) (1 − 𝑝𝐵)。

• 类型 2：仅被编辑 A 发现的错别字。发生概率为 𝑝2 = 𝑝𝐴 (1 − 𝑝𝐵)。

• 类型 3：仅被编辑 B 发现的错别字。发生概率为 𝑝3 = (1 − 𝑝𝐴)𝑝𝐵。

• 类型 4：被两位编辑都发现的错别字。发生概率为 𝑝4 = 𝑝𝐴𝑝𝐵。

因此，每种类型的错别字发生过程是一个独立的泊松过程，参数为 𝜆𝑝𝑖。令 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁4

分别表示书中对应类型的错别字数量，则 𝑁𝑖 ∼ Pois(300𝜆𝑝𝑖)。
书中有 20 个类型 2 的错别字，40 个类型 3 的错别字，80 个类型 4 的错别字。我们声称

最可能的参数值满足以下方程组：
300𝜆𝑝𝐴 (1 − 𝑝𝐵) = 20,

300𝜆(1 − 𝑝𝐴)𝑝𝐵 = 40,

300𝜆𝑝𝐴𝑝𝐵 = 80.
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换句话说，我们在得到一个 𝑋 ∼ Pois(𝜇) 的样本 𝑥 之后，认为最有可能的 𝜇 的值就是 𝑥。这

是泊松分布的最大似然估计，我们马上进行验证。假设承认这件事情，我们可以立刻解得：

𝜆 =
1
2
, 𝑝𝐴 =

2
3
, 𝑝𝐵 =

4
5
.

3.2 泊松分布的最大似然估计验证

我们最后验证上述最大似然估计是否成立。假设 𝑁 ∼ Pois(𝜆)，其中 𝜆 未知。给定 𝑁 = 𝑛，

我们的目标是找到：

argmax
𝜆

ℙ [𝑁 = 𝑛] provided 𝑁 ∼ Pois(𝜆).

注意到在已知 𝑁 ∼ Pois(𝜆) 时，ℙ [𝑁 = 𝑛] = 𝑒−𝜆𝜆𝑛

𝑛! ，且

logℙ [𝑁 = 𝑛] = −𝜆 + 𝑛 log 𝜆 − log𝑛!.

因此，最大化的目标等价于：

argmax
𝜆

{−𝜆 + 𝑛 log 𝜆}.

对上式求导并令其为 0，得到：

− 𝜕

𝜕𝜆
{−𝜆 + 𝑛 log 𝜆} = −1 + 𝑛

𝜆
= 0.

解得 𝜆 = 𝑛，即泊松分布的最大似然估计值是样本的观测值 𝑛。
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