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1 非均匀奖券收集（Coupon Collector）问题

我们在第一次课讲过奖券收集问题，现在复述如下：

考虑玩一个抽卡手游。现在总共有 𝑛 种不同类型的卡，每一抽可以均匀的得到

其中一种。现在想问平均要抽多少次，可以集齐一套，即 𝑛种卡每种至少一张。

我们使用期望的线性性证明了，如果每一次抽卡每一种类型的卡出现的概率都是等概率的
1
𝑛
，那么我们期望需要抽 𝑛𝐻𝑛 次就能收集到所有类型的卡，其中 𝐻𝑛 =

∑𝑛
𝑘=1

1
𝑘

𝑛→∞−→ 𝑛 log𝑛 +𝛾𝑛
是调和级数。然而在实际中，手游公司往往会对每一种卡有稀有度的设定，比如，对于每一

抽，第 𝑖 种卡被开出来的概率是 𝑝𝑖 （
∑𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖 = 1）。那么，在这样一种设定下，集齐一套平
均要抽多少次呢？稍微想一下就会明白，因为现在每种卡不再有对称性，我们之前基于期

望的线性性的简单技巧不再有效了。

令 𝑁𝑖 表示第一次获得第 𝑖 种卡片需要抽卡的次数，那么 𝑁𝑖 服从参数为 𝑝𝑖 的几何分布。

令 𝑁 表示收集到所有 𝑛 种类型卡片所需的抽卡次数，那么 𝑁 = max𝑖∈[𝑛] 𝑁𝑖。我们问题便是

计算 E [𝑁 ]。然而，由于 𝑁𝑖 之间不是独立的，直接计算 E [𝑁 ] 并不容易。
我们可以脑补如下一个抽卡的方式，和我们要研究的问题是等价的：

1
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玩家在一个线下的商店柜台购买卡包进行抽卡。每一分钟过来一位顾客，进行一

次抽卡。现在问平均第几位顾客（也就是第几分钟）抽完之后，前面所有的顾客

抽的卡放在一起能够集齐所有 𝑛种。

泊松抽卡法 我们现在稍稍修改上面这个场景，假设柜台的顾客并不是严格的每一分钟过

来一位，而是按照速率为 1的泊松过程过来。同样，每一位过来的顾客随机抽一张卡。我们
同样考虑当所有顾客抽的卡放在一起集齐全套的时间 𝑇。注意这里 𝑇 ∈ ℝ是一个实数。

回忆我们在上一讲讨论过的泊松过程的稀疏化（thinning）。令 𝑋𝑖 (𝑡) 表示在时间区间
[0, 𝑡]内，通过这个泊松过程收集到的类型 𝑖卡片的数量。那么 {𝑋𝑖 (𝑡)}𝑡≥0是一个速率为 𝑝𝑖 的

泊松过程，并且所有这些 𝑋𝑖 (𝑡), 𝑖 ∈ [𝑛] 是相互独立的。换句话说，我们看那些抽到了第 𝑖 种

卡片的人的队伍，它们的人数是各自独立的泊松过程！

对于 𝑖 ∈ [𝑛]，令 𝑇𝑖 = min {𝑡 | 𝑋𝑖 (𝑡) = 1} 表示第一次开出类型 𝑖 的卡片的时间。显然 𝑇𝑖

的分布是 Exp(𝑝𝑖)，并且 𝑇 = max𝑖∈[𝑛] 𝑇𝑖。于是，由于独立性，我们可以计算得到 我们这里使用了对于任何非负随机变量

E [𝑇 ] =
∫ ∞
0 ℙ [𝑇 ≥ 𝑡 ] d𝑡 这个公式。它的验

证如下：∫ ∞

0
ℙ [𝑇 ≥ 𝑡 ] d𝑡 =

∫ ∞

0
E [𝟙 [𝑇 ≥ 𝑡 ] ] d𝑡

(Fubini) = E
[∫ ∞

0
𝟙 [𝑇 ≥ 𝑡 ] d𝑡

]
= E [𝑇 ] .

E [𝑇 ] =
∫ ∞

0
ℙ [𝑇 ≥ 𝑡] d𝑡 =

∫ ∞

0

(
1 −

𝑛∏
𝑖=1

(1 − 𝑒−𝑝𝑖𝑡 )
)
d𝑡 .

这里通过泊松分布的稀疏化神奇的引入了独立性质，从而使简单的计算变得可能。那么它

和我们实际想分析的抽卡过程有什么关系呢？直观上来说，由于是速率为 1的泊松过程，平
均一分钟抽一张卡，所以，从平均的意义上来看，E [𝑇 ]很有可能和 E [𝑁 ]，即固定一分钟抽
一张卡的平均集齐时间是很接近的。接下来，我们通过耦合（coupling）的方法说明事实上
E [𝑇 ] = E [𝑁 ]。

泊松抽卡法与正常抽卡法的比较 想象现在有两个柜台，壹号柜台是固定一分钟来一个顾

客抽卡，贰号柜台是按照速率为 1的泊松过程到来顾客抽卡。我们想象，两个柜台的各自
第 𝑖 位顾客总是抽到同样的卡片（这种定义联合分布的思想实验便叫做耦合）。显然，假设

壹号柜台上第 𝑁 位顾客抽完卡后集齐了一套（𝑁 是随机变量），那么在贰号柜台上，也是第

𝑁 位顾客抽完卡后集齐一套。如果我们用 𝜏𝑖 表示贰号柜台第 𝑖 − 1位顾客和第 𝑖 位顾客到达

的间隔时间，那么 𝑇 和
∑𝑁

𝑖=1 𝜏𝑖 有同样的分布。于是，

E [𝑇 ] = E

[
𝑁∑
𝑖=1

𝜏𝑖

]
.

由于 𝜏𝑖 ∼ Exp(1)，所以 E [𝜏𝑖] = 1。在上面的式子里，如果 𝑁 = 𝑛 是一个常数，那么就有期

望的线性性 E
[∑𝑁

𝑖=1 𝜏𝑖
]
=

∑𝑛
𝑖=1 E [𝜏𝑖] = 𝑛 成立。但是，我们这里 𝑁 是一个随机变量，在最一

般的情况下，期望和求和是不一定可以交换的。但在我们这儿，𝑁 和 {𝜏𝑖}是独立的，Wald’s

https://en.wikipedia.org/wiki/Wald%27s_equation
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Equation可以保证这儿交换是成立的。对于最一般的Wald’s equation，我们要学习了鞅相关
的知识后才能够比较方便地证明。但在现在这个特殊情况，我们可以直接使用定义证明。

命题 1. 在我们上述例子里

E

[
𝑁∑
𝑖=1

𝜏𝑖

]
= E [𝑁 ] .

证明.

E

[
𝑁∑
𝑖=1

𝜏𝑖

]
= E

[
∞∑
𝑖=1

𝜏𝑖 · 𝕀[𝑖≤𝑁 ]

]
(Fubini)
=

∞∑
𝑖=1

E
[
𝜏𝑖 · 𝕀[𝑖≤𝑁 ]

]
.

由于 𝜏𝑖 和 [𝑖 ≤ 𝑁 ] 独立，所以 E
[
𝜏𝑖 · 𝕀[𝑖≤𝑁 ]

]
= E [𝜏𝑖] · ℙ [𝑖 ≤ 𝑁 ]。于是

E

[
𝑁∑
𝑖=1

𝜏𝑖

]
=

∞∑
𝑖=1

ℙ [𝑁 ≥ 𝑖] = E [𝑁 ] .

□

这便说明了，对于非均匀的奖券收集问题，平均集齐一套的时间

E [𝑁 ] = E [𝑇 ] =
∫ ∞

0

(
1 −

𝑛∏
𝑖=1

(1 − 𝑒−𝑝𝑖𝑡 )
)
d𝑡 .

上述式子看起来比较吓人，我们接着进行一个合理性检查，即对每一个 𝑝𝑖 = 1
𝑛
的时候

计算一下这个积分。于是乎， 神奇

E [𝑁 ] =
∫ ∞

0
1 −

𝑛∏
𝑖=1

(
1 − 𝑒−

𝑡
𝑛

)
d𝑡

(𝑥 = 𝑒− 𝑡
𝑛 ) = −𝑛

∫ 1

0
1 − (1 − 𝑥)𝑛 d log𝑥

= −𝑛
∫ 1

0

1
𝑥
− (1 − 𝑥)𝑛

𝑥
d𝑥

= −𝑛
∫ 1

0

𝑛∑
𝑘=1

(1 − 𝑥)𝑘−1
𝑥

− (1 − 𝑥)𝑘
𝑥

d𝑥

(Fubini) = −𝑛
𝑛∑

𝑘=1

∫ 1

0
(1 − 𝑥)𝑘−1 d𝑥

= 𝑛
𝑛∑

𝑘=1

1
𝑘
= 𝑛𝐻𝑛 .

https://en.wikipedia.org/wiki/Wald%27s_equation
https://en.wikipedia.org/wiki/Wald%27s_equation
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2 泊松近似与投球入箱问题

我们在第一节课研究过投球入箱（balls-into-bins）的模型，即将𝑚 个相同的球随机投

放到 𝑛个箱子中的随机试验。对任意 𝑖 ∈ [𝑛]，令 𝑋𝑖 表示第 𝑖 个箱子中的球的数量。如果投

放是均匀随机的，那么我们有 𝑋𝑖 ∼ Binom
(
𝑚, 1

𝑛

)
且 E [𝑋𝑖] = 𝑚

𝑛
。

这个模型可以用来建模很多概率问题，比如我们以前讨论过的奖券收集问题以及生日

悖论等。在计算机科学中，它也很自然地被用来建模随机映射的哈希表。为了理解哈希表

中的冲突，我们自然会关注 max𝑖∈[𝑛] 𝑋𝑖 的值，这个被称为最大负载（maxload）。然而，最
大负载max𝑖∈[𝑛] 𝑋𝑖 并不是一个特别容易计算的量，原因在于 𝑋𝑖 之间不是相互独立的。然而，

我们可以使用泊松分布来近似计算它。我们将要发展一个研究投球入箱问题的很一般化的

工具。

2.1 泊松近似定理

定理 2. 设 ∀𝑖 ∈ [𝑛], 𝑌𝑖 ∼ Pois(𝜆)是一组独立的泊松分布，其中 𝜆 > 0为任意固定常数。那么，
在

∑𝑛
𝑖=1 𝑌𝑖 =𝑚的条件下，(𝑌1, . . . , 𝑌𝑛) 和 (𝑋1, . . . 𝑋𝑛)具有相同的分布。
换句话说，对于任何 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛，

ℙ

[
(𝑌1, . . . , 𝑌𝑛) = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)

����� 𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 =𝑚

]
= ℙ [(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)] .

证明. 对于任意给定的 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ ℕ𝑛 满足
∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖 =𝑚，我们有

ℙ [(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)] =
1
𝑛𝑚

· 𝑚!
𝑎1!𝑎2! · · ·𝑎𝑛!

.

另一方面，

ℙ

[
(𝑌1, . . . , 𝑌𝑛) = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)

����� 𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 =𝑚

]
=
ℙ [(𝑌1, . . . , 𝑌𝑛) = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)]

ℙ
[∑𝑛

𝑖=1 𝑌𝑖 =𝑚
]

=

∏𝑛
𝑖=1 ℙ [𝑌𝑖 = 𝑎𝑖]

ℙ
[∑𝑛

𝑖=1 𝑌𝑖 =𝑚
]

=

∏𝑛
𝑖=1 𝑒

−𝜆 𝜆𝑎𝑖

𝑎𝑖 !

𝑒−𝜆𝑛 (𝜆𝑛)𝑚
𝑚!

=
1
𝑛𝑚

· 𝑚!
𝑎1!𝑎2! · · ·𝑎𝑛!

.

□
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上面这个等分布的结论说明，当我们想计算 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) 的某个性质的时候，我们可以
转而计算独立的 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛) 的性质。当然了，我们等分布的结论需要

∑
𝑖 𝑌𝑖 = 𝑚 这个条件，

因此处理的方法便是把所有不满足这个条件的贡献全部扔掉。

推论 3 (泊松近似公式). 设 𝑓 : ℕ𝑛 → ℕ是可测函数，且 𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑛 是独立的泊松随机变量，

其速率为 𝜆 = 𝑚
𝑛
。则有：

E [𝑓 (𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛)] ≤ 𝑒
√
𝑚 · E [𝑓 (𝑌1, 𝑌2, . . . , 𝑌𝑛)] .

证明. 根据全期望公式，我们有：

E [𝑓 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛)] =
∞∑
𝑘=0

E

[
𝑓 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛)

����� 𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 = 𝑘

]
· ℙ

[
𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 = 𝑘

]
.

由于 𝑓 是非负函数，我们扔掉所有 𝑘 ≠𝑚的项，可以得到

E [𝑓 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛)] ≥ E

[
𝑓 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛)

����� 𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 =𝑚

]
· ℙ

[
𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 =𝑚

]
.

我们知道，假设 𝑌𝑖 ∼ Pois(𝜆)，则∑𝑛
𝑖=1 𝑌𝑖 ∼ Pois(𝜆𝑛)，并且上述等式对于任意 𝜆均成立。我们

希望 ℙ
[∑𝑛

𝑖=1 𝑌𝑖 =𝑚
]
尽量的大，根据我们计算过的泊松分布的最大似然原理，我们取 𝜆 = 𝑚

𝑛
，

于是根据 Stirling公式（需要对常数进行仔细的讨论），有

ℙ

[
𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 =𝑚

]
= 𝑒−𝑚

𝑚𝑚

𝑚!
>

1
𝑒
√
𝑚
.

所以

E [𝑓 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛)] ≥
1

𝑒
√
𝑚
E

[
𝑓 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛)

����� 𝑛∑
𝑖=1

𝑌𝑖 =𝑚

]
=

1
𝑒
√
𝑚
E [𝑓 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)] .

□

2.2 最大负载的上下界

我们现在研究在𝑚 = 𝑛 时候的最大负载问题。我们将证明，𝑚 = 𝑛 时，最大负载 𝑋 =

max𝑖∈[𝑛] 𝑋𝑖 以 1 − 𝑜 (1)的概率，满足

𝑋 = Θ

(
log𝑛

log log𝑛

)
.
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上界 首先证明上界，即存在常数 𝑐1 > 0，使得 ℙ
[
𝑋 ≥ 𝑐1

log𝑛
log log𝑛

]
= 𝑜 (1)。令 𝑘 = 𝑐1 log𝑛

log log𝑛。通

过 union-bound，我们有：

ℙ [𝑋 ≥ 𝑘] = ℙ [∃𝑖 ∈ [𝑛], 𝑋𝑖 ≥ 𝑘] ≤
𝑛∑
𝑖=1

ℙ [𝑋𝑖 ≥ 𝑘] = 𝑛 · ℙ [𝑋1 ≥ 𝑘] .

再次使用 union-bound，可以得到

ℙ [𝑋 ≥ 𝑘] ≤ 𝑛 ·
(
𝑛

𝑘

)
𝑛−𝑘 ≤ 𝑛

( 𝑒
𝑘

)𝑘
.

注意到

𝑘 log𝑘 =
𝑐1 log𝑛
log log𝑛

(log log𝑛 − log log log𝑛 + log 𝑐1) .

取 𝑐1 = 6，我们有
log𝑛 + 𝑘 − 𝑘 log𝑘 < − log𝑛.

于是，ℙ [𝑋 ≥ 𝑘] ≤ 𝑛
(
𝑒
𝑘

)𝑘
< 1

𝑛
= 𝑜 (1)。

下界 我们接着使用泊松近似公式证明下界，即存在常数 𝑐2 > 0，使得：

ℙ

[
𝑋 ≤ 𝑐2 log𝑛

log log𝑛

]
= 𝑜 (1).

设 ℎ = 𝑐2 log𝑛
log log𝑛。我们定义函数 𝑓 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) := 𝕀[𝑋 ≤ℎ] = 𝕀[max𝑖 𝑋𝑖≤ℎ]。于是，根据泊松近似公式

ℙ [𝑋 ≤ ℎ] = E [𝑓 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛)] ≤ 𝑒
√
𝑛E [𝑓 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑛)] = 𝑒

√
𝑛 · ℙ

[
max
𝑖∈[𝑛]

𝑌𝑖 ≤ ℎ

]
.

根据 𝑌𝑖 的定义，我们有

ℙ

[
max
𝑖∈[𝑛]

𝑌𝑖 ≤ ℎ

]
= (ℙ [𝑌1 ≤ ℎ])𝑛 = (1 − ℙ [𝑌1 > ℎ])𝑛

≤ (1 − ℙ [𝑌1 = ℎ + 1])𝑛 =

(
1 − 1

(ℎ + 1)!𝑒

)𝑛
≤ 𝑒−

𝑛
𝑒 (ℎ+1) ! .

注意到

log(ℎ + 1)! =
ℎ+1∑
𝑖=1

log 𝑖 <
∫ ℎ+2

1
log𝑥 d𝑥

= (ℎ + 2) log(ℎ + 2) − ℎ − 1 ≤ (ℎ + 2) logℎ − ℎ + 3

=
𝑐2 log𝑛 + 2 log log𝑛

log log𝑛
(log log𝑛 − log log log𝑛 + log 𝑐2) −

𝑐2 log𝑛
log log𝑛

+ 3

≤ 𝑐2 log𝑛 − log log𝑛 − 2.
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设 𝑐2 = 1,我们有 log(ℎ + 1)! ≤ log𝑛 − log log𝑛 − 2。因此

𝑒 (ℎ + 1)! ≤ 𝑛

𝑒 log𝑛
.

所以

ℙ

[
max
𝑖∈[𝑛]

𝑌𝑖 ≤ ℎ

]
≤ 𝑒−

𝑛
(ℎ+1) !𝑒 ≤ 𝑒−𝑒 log𝑛 = 𝑛−𝑒 .

综上所述，我们证明了𝑚 = 𝑛时，最大负载 𝑋 满足

𝑋 = Θ

(
log𝑛

log log𝑛

)
,

且该结果以 1 − 𝑜 (1) 的概率成立。
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