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1 连续时间马尔可夫过程的基本概念

1.1 定义

在前两讲中，我们定义了泊松过程，泊松过程的状态空间是离散的，但它在时间上是

连续的，现在我们希望推广泊松过程，来定义一般的连续时间马尔可夫过程。 我们通常把离散时间的随机过程称为链，

连续时间的称为过程。

定义 1 (连续时间马尔可夫过程). 考虑一族随机变量 {𝑋 (𝑡)}𝑡 ∈ℝ≥0，其中 𝑋 (𝑡) ∈ Ω，若对于任

意的 0 ≤ 𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ · · · ≤ 𝑡𝑛，以及任意状态 𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 ∈ Ω，有

ℙ [𝑋 (𝑡𝑛) = 𝑖𝑛 | 𝑋 (𝑡𝑛−1) = 𝑖𝑛−1, . . . , 𝑋 (𝑡0) = 𝑖0] = ℙ [𝑋 (𝑡𝑛) = 𝑖𝑛 | 𝑋 (𝑡𝑛−1) = 𝑖𝑛−1] ,
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ℝ≥0 表示所有非负实数的集合。我们称 {𝑋 (𝑡)}𝑡 ∈ℝ≥0 为连续时间的马尔可夫过程。

离散状态空间、连续时间的马尔可夫过程

的研究本身是一个很大的课题。运筹学的

一个分支排队论就广泛的使用这类马尔可

夫链进行建模，也是传统随机过程课程中

的重要内容。因为课时原因，这不是我们这

一门课的重点。我们仅在这一节课讨论其

一些基本的性质。我们这样做的目的是为

这门课下半学期的重点内容 – 连续状态空

间、连续时间的马尔科夫过程做一个铺垫。

在本讲中，我们假设 Ω 是离散且可数的，我们将在之后的课程中进一步推广来考虑连

续状态空间的情况。

考虑这样一个直观，假设当前时刻处于状态 𝑖，令 𝜏 表示当前时刻到下一次状态转移发

生的时间间隔，由马尔可夫性，对于任意的 𝑠, 𝑡 ≥ 0，有 ℙ [𝜏 > 𝑠 + 𝑡 | 𝜏 > 𝑠] = ℙ [𝜏 > 𝑡]。这

说明 𝜏 服从指数分布，记这个指数分布的参数为 𝜆𝑖（𝜆𝑖 的取值可以与当前状态 𝑖 有关）。

基于这个直观，我们可以用耦合的视角来理解连续时间离散空间的马尔可夫过程。假

设 {𝑋𝑡 }𝑡 ∈ℕ 是一个离散时间的（时间齐次的）马尔可夫链，其从状态 𝑖 转移到 𝑗 的概率为

𝑢 (𝑖, 𝑗)，考虑一个连续时间马尔可夫过程 {𝑋 (𝑡)}𝑡 ∈ℝ≥0，当 𝑋 (𝑡) = 𝑖 时，它的转移方式如下： 在今天接下来的讨论里，我们可以不失一

般性的假设 𝑢 (𝑖, 𝑖 ) = 0（why?）

• 令 𝜏𝑖 ∼ Exp(𝜆𝑖)，∀𝑠 ∈ [𝑡, 𝑡 + 𝜏𝑖), 𝑋 (𝑠) = 𝑋 (𝑡) = 𝑖；

• 从分布 𝑢 (𝑖, ·) 中采样得出状态 𝑗，令 𝑋 (𝑡 + 𝜏𝑖) = 𝑗。

离散时间 连续时间

𝑋0

𝑋1

𝑋2

.

.

.

𝑋 (0) = 𝑋0

.

.

.

𝑋 (𝑡1 ) = 𝑋1

𝑋 (𝑡2 ) = 𝑋2

𝑡1 ∼ Exp(𝜆𝑋0 )

𝑡2 − 𝑡1 ∼ Exp(𝜆𝑋1 )

示例 2 (泊松过程). 在速率为 𝜆 的泊松过程这个特例上，所有的 𝜆𝑖 是相等的，并且 𝜆𝑖 = 𝜆，

其对应的离散时间马尔可夫链的转移概率为 𝑢 (𝑖, 𝑗) =

1, 𝑗 = 𝑖 + 1

0, 𝑗 ≠ 𝑖 + 1
。

示例 3 (生灭过程). 我们可以用连续时间马尔可夫过程来建模一个族群里的人数变化。假
设族群有 𝑛 个人时，人数增加和减少的速率分别为 𝜆𝑛 和 𝜇𝑛，也就是说，令 𝛾𝑛 ∼ Exp(𝜆𝑛)，
𝜉𝑛 ∼ Exp(𝜇𝑛)，在 𝜏𝑛 = min {𝛾𝑛, 𝜉𝑛}的时间里，人数保持不变，若 𝛾𝑛 ≤ 𝜉𝑛，则在 𝜏𝑛 时间后人

数加一，反之则减一。根据我们之前学过的指数竞赛的结论，𝜏𝑛 ∼ Exp(𝜆𝑛 + 𝜇𝑛)，发生状态
转移时，状态以概率 𝜆𝑛

𝜆𝑛+𝜇𝑛 变为 𝑛 + 1，以概率 𝜇𝑛
𝜆𝑛+𝜇𝑛 变为 𝑛 − 1。

1.2 转移概率

对于离散时间的马尔可夫链，其 𝑡 步的转移概率为 𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗) = ℙ [𝑋𝑡 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖]，对于连

续时间的马尔可夫过程，我们也可以类似地定义 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) = ℙ [𝑋 (𝑡) = 𝑗 | 𝑋 (0) = 𝑖]。 在本讲义中，我们用下标 𝑃𝑡 表示连续时间

的马尔可夫过程经过时间 𝑡 的转移概率，上

标 𝑃𝑡 表示离散时间马尔可夫链 𝑡 步的转移

概率。类似离散时间的情况，在 Ω 有限的

时候，我们也可以把 𝑃𝑡 看作一个 Ω × Ω 的

矩阵，在 Ω 无限的时候，我们把它看成

Ω2 → [0, 1] 的一个函数。

对于每个状态的状态转移速率 𝜆𝑖 均相同且等于 𝜆 的马尔可夫过程，它的转移概率是不

难计算的，易知时间段 𝑡 内发生的状态转移次数服从参数为 𝜆𝑡 的泊松分布，所以有

𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) =
∑
𝑛≥0

(𝜆𝑡)𝑛 · 𝑒
−𝜆𝑡

𝑛!
· 𝑢𝑛 (𝑖, 𝑗),

其中 𝑢 (𝑖, 𝑗) 是其对应的离散时间马尔可夫链的转移概率。对于泊松过程来说，𝑢𝑛 (𝑖, 𝑗) 非零

当且仅当 𝑗 = 𝑖 + 𝑛，故可以得出 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) = (𝜆𝑡) 𝑗−𝑖 · 𝑒−𝜆𝑡

( 𝑗−𝑖 )!。

https://en.wikipedia.org/wiki/Queueing_theory
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对于离散时间马尔可夫链，对任意的 𝑠, 𝑡 ∈ ℕ，我们有 𝑃𝑠+𝑡 = 𝑃𝑠𝑃 𝑡，对于连续时间的情

况，我们也有类似结论。

定理 4 (查普曼-柯尔莫戈洛夫等式，Chapman-Kolmogorov Equation). 对于任意的 𝑠, 𝑡 ∈ ℝ≥0，

任意的 𝑖, 𝑗 ∈ Ω，𝑃𝑠+𝑡 (𝑖, 𝑗) =
∑

𝑘∈Ω 𝑃𝑠 (𝑖, 𝑘) · 𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗)。

证明.

𝑃𝑠+𝑡 (𝑖, 𝑗) = ℙ [𝑋 (𝑠 + 𝑡) = 𝑗 | 𝑋 (0) = 𝑖]

(全概率公式) =
∑
𝑘∈Ω

ℙ [𝑋 (𝑠 + 𝑡) = 𝑗, 𝑋 (𝑠) = 𝑘 | 𝑋 (0) = 𝑖]

=
∑
𝑘∈Ω

ℙ [𝑋 (𝑠 + 𝑡) = 𝑗 | 𝑋 (𝑠) = 𝑘,𝑋 (0) = 𝑖] · ℙ [𝑋 (𝑠) = 𝑘 | 𝑋 (0) = 𝑖]

(马尔可夫性) =
∑
𝑘∈Ω

𝑃𝑠 (𝑖, 𝑘) · 𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗).

□

2 跳转速率

2.1 跳转速率的定义

在离散时间马尔可夫链里，𝑃 𝑡 是按转移矩阵 𝑃 跳转 𝑡 次得到的转移概率，特别的 𝑃 = 𝑃 1

是一步转移的概率矩阵（函数）。对于连续时间，这样 ‘‘一步转移’’ 的类比应该是什么呢？由

于时间是连续、可以无限可分的，我们用下面这个极限来作为 𝑃 (𝑖, 𝑗) 的类比，它被称为跳

转速率。

定义 5 (跳转速率). 对于任意的 𝑖, 𝑗 ∈ Ω且 𝑖 ≠ 𝑗，跳转速率 𝑞(𝑖, 𝑗) := limℎ→0
𝑃ℎ (𝑖, 𝑗 )

ℎ
。

类比：

∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝑃 (𝑖, 𝑗 ) ↔ 𝑞 (𝑖, 𝑗 ) = limℎ→0
𝑃ℎ (𝑖,𝑗 )

ℎ
。

我们现在计算一下 𝑞(𝑖, 𝑗)。，对于任意的 𝑖 ≠ 𝑗，有

𝑞(𝑖, 𝑗) = lim
ℎ→0

∑
𝑛≥0 (𝜆𝑖ℎ)𝑛 · 𝑒−𝜆𝑖ℎ

𝑛! · 𝑢𝑛 (𝑖, 𝑗)
ℎ

= lim
ℎ→0

𝑒−𝜆𝑖ℎ · 𝑢0(𝑖, 𝑗) + 𝜆𝑖ℎ · 𝑒−𝜆𝑖ℎ · 𝑢 (𝑖, 𝑗) + 𝑜 (ℎ)
ℎ

(𝑢0 (𝑖, 𝑗 ) = 0) = lim
ℎ→0

𝜆𝑖 · 𝑒−𝜆𝑖ℎ · 𝑢 (𝑖, 𝑗)

= 𝜆𝑖 · 𝑢 (𝑖, 𝑗) .

这个表达式也很直观，当马尔科夫过程处于状态 𝑖 时，以 𝜆𝑖 的速率试图跳转，而以 𝑢 (𝑖, 𝑗) 的
概率跳转到 𝑗。
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2.2 由跳转速率构造马尔可夫过程

对于离散的马尔可夫链，当我们知道了转移矩阵 𝑃，我们可以方便的计算出走 𝑡 步从 𝑖

转移到 𝑗 的概率，即 𝑃 𝑡 (𝑖, 𝑗)。那么，在连续的场合，如果我们知道跳转速率 𝑞(𝑖, 𝑗)，一个自

然的问题是如何计算 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) 呢？为解答这个问题，我们先建立一些方程来描述 𝑃𝑡 的变化率

与跳转速率的关系。

考虑 𝑃𝑡+ℎ (𝑖, 𝑗) − 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗)，由定理 4，我们知道

𝑃𝑡+ℎ (𝑖, 𝑗) − 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) =
∑
𝑘∈Ω

𝑃ℎ (𝑖, 𝑘)𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗) − 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) (1)

=
∑

𝑘∈Ω\{𝑖 }
𝑃ℎ (𝑖, 𝑘)𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗) − (1 − 𝑃ℎ (𝑖, 𝑖))𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗).

进一步地，

𝑃 ′
𝑡 (𝑖, 𝑗) = lim

ℎ→0

𝑃𝑡+ℎ (𝑖, 𝑗) − 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗)
ℎ

=
∑

𝑘∈Ω\{𝑖 }
𝑞(𝑖, 𝑘)𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗) − 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) · lim

ℎ→0

1 − 𝑃ℎ (𝑖, 𝑖)
ℎ

=
∑

𝑘∈Ω\{𝑖 }
𝑞(𝑖, 𝑘)𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗) − 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) · lim

ℎ→0

∑
𝑘∈Ω\{𝑖 } 𝑃ℎ (𝑖, 𝑘)

ℎ

=
∑

𝑘∈Ω\{𝑖 }
𝑞(𝑖, 𝑘)𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗) − 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) ·

∑
𝑘∈Ω\{𝑖 }

𝑞(𝑖, 𝑘)

(
∑

𝑘∈Ω\{𝑖} 𝑞 (𝑖, 𝑘 ) = 𝜆𝑖 ) =
∑

𝑘∈Ω\{𝑖 }
𝑞(𝑖, 𝑘)𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗) − 𝜆𝑖 · 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗). (2)

当状态空间是可数无穷大时，一些计算会

涉及到极限的可交换问题，我们不妨先不

加验证地假设总是可交换的。事实上，不妨

假设我们只关心那些可交换的问题。
定义如下矩阵（或函数）𝑄，对于任意的 𝑖, 𝑗 ∈ Ω，𝑄 (𝑖, 𝑗) =


𝑞(𝑖, 𝑗), 𝑖 ≠ 𝑗

−𝜆𝑖, 𝑖 = 𝑗
，那么由式 (2)

可得，𝑃 ′
𝑡 = 𝑄 · 𝑃𝑡，这个式子被称为柯尔莫戈洛夫后向方程（Kolmogorov backward equation,

KBE）。类比于 𝑄 是数的情况，考虑我们这里的边界情况，可以得到该方程的解是 𝑃𝑡 = 𝑒𝑡𝑄，

其中 𝑒𝑡𝑄 :=
∑

𝑛≥0
𝑡𝑛𝑄𝑛

𝑛! 。由此我们便由跳转速率得出了其对应的马尔可夫过程的转移概率。 在连续时间的马尔可夫过程中，矩阵𝑄 被

称为这个马尔可夫过程的生成元。我们把

它类比成离散时间里的 𝑃 − 𝐼。其对角线上

减去一个单位矩阵，正好比离散时间的马

尔可夫链以速率 1 跳转。

注意到在式 (1)中，我们把 𝑡 +ℎ 拆成了先走时间 ℎ，再走时间 𝑡，如果我们反过来，先走

时间 𝑡，再走时间 ℎ，就可以把式 (1) 改写为 𝑃𝑡+ℎ (𝑖, 𝑗) −𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) =
∑

𝑘∈Ω 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑘)𝑃ℎ (𝑘, 𝑗) −𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗)，
经过类似的计算，我们可以得出 𝑃 ′

𝑡 = 𝑃𝑡 ·𝑄，这被称为柯尔莫戈洛夫前向方程（Kolmogorov
forward equation, KFE），它的解同样是 𝑃𝑡 = 𝑒𝑡𝑄。

对于离散时间的马尔可夫链，KBE 和 KFE
分别对应于 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1 = (𝑃 − 𝐼 )𝑃𝑡−1 和

𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1 = 𝑃𝑡−1 (𝑃 − 𝐼 )，这两个式子在离散

时间的情况下是平凡的。示例 6 (泊松过程). 我们已经计算过泊松过程的跳转速率 𝑞(𝑖, 𝑗) =

𝜆, 𝑗 = 𝑖 + 1

0, 𝑗 ≠ 𝑖 + 1
，以及其转
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移概率 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) =

(𝜆𝑡) 𝑗−𝑖 · 𝑒−𝜆𝑡

( 𝑗−𝑖 )! , 𝑗 ≥ 𝑖

0, 𝑗 < 𝑖
，现在我们来验证 KBE。通过直接计算，我们可以得

出

𝑃 ′
𝑡 (𝑖, 𝑗) =


−𝜆𝑒−𝜆𝑡 , 𝑗 = 𝑖

−𝜆𝑒−𝜆𝑡 · (𝜆𝑡 ) 𝑗−𝑖
( 𝑗−𝑖 )! + 𝑒−𝜆𝑡 · 𝜆 𝑗−𝑖𝑡 𝑗−𝑖−1

( 𝑗−𝑖−1)! , 𝑗 ≠ 𝑖
. (3)

另一方面，通过 KBE我们可以得出 𝑃 ′
𝑡 (𝑖, 𝑗) = 𝜆 · 𝑃𝑡 (𝑖 + 1, 𝑗) − 𝜆 · 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗)，容易验证这和式 (3)

是等价的。

示例 7 ( 2 个状态的连续时间马尔可夫过程). 假设状态空间 Ω = {1, 2}，处于状态 1和 2时的

转移发生速率分别为 𝜆和 𝜇，于是按照定义有 𝑄 =

(
−𝜆 𝜆

𝜇 −𝜇

)
。我们现在通过 KBE来计算该

马尔可夫过程的转移概率，由 KBE可得(
𝑃 ′
𝑡 (1, 1) 𝑃 ′

𝑡 (1, 2)
𝑃 ′
𝑡 (2, 1) 𝑃 ′

𝑡 (2, 2)

)
=

(
−𝜆 𝜆

𝜇 −𝜇

)
·
(
𝑃𝑡 (1, 1) 𝑃𝑡 (1, 2)
𝑃𝑡 (2, 1) 𝑃𝑡 (2, 2)

)
从而有 

𝑃 ′
𝑡 (1, 1) = −𝜆 · 𝑃𝑡 (1, 1) + 𝜆 · 𝑃𝑡 (2, 1)

𝑃 ′
𝑡 (2, 1) = 𝜇 · 𝑃𝑡 (1, 1) − 𝜇 · 𝑃𝑡 (2, 1)

. (4)

令 𝑓 (𝑡) = 𝑃𝑡 (1, 1) − 𝑃𝑡 (2, 1)，我们可推出 𝑓 ′ (𝑡) = −(𝜆 + 𝜇) 𝑓 (𝑡)，故 𝑓 (𝑡) = 𝑓 (0) · 𝑒−(𝜆+𝜇 )𝑡，由于

𝑓 (0) = 𝑃0(1, 1) − 𝑃0(2, 1) = 1，可得 𝑓 (𝑡) = 𝑃𝑡 (1, 1) − 𝑃𝑡 (2, 1) = 𝑒−(𝜆+𝜇 )𝑡。代入式 (4)，可得

𝑃𝑡 (1, 1) = 𝑃0(1, 1) +
∫ 𝑡

0
𝑃 ′
𝑠 (1, 1) d𝑠 = 1 +

∫ 𝑡

0
−𝜆 · 𝑒−(𝜆+𝜇 )𝑠 d𝑠 =

𝜆

𝜆 + 𝜇
· 𝑒−(𝜆+𝜇 )𝑡 + 𝜇

𝜆 + 𝜇
.

同理可以算出 𝑃𝑡 (1, 2), 𝑃𝑡 (2, 1) 和 𝑃𝑡 (2, 2)。

3 平稳分布与细致平衡条件

之前在离散时间马尔可夫链上得出的一些关于平稳分布的结论，现在也可以类似地推

广到连续时间马尔可夫过程上。

我们首先来考虑无周期性和不可约性。

定义 8 (可约与不可约). 对于一个连续时间马尔可夫过程 {𝑋 (𝑡)}𝑡 ∈ℝ≥0，若对于任意状态 𝑖, 𝑗 ∈
Ω 且 𝑖 ≠ 𝑗，存在有限个不同的状态 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛，其中 𝑘1 = 𝑖，𝑘𝑛 = 𝑗，使得 ∀1 ≤ 𝑡 < 𝑛，

𝑞(𝑘𝑡 , 𝑘𝑡+1) > 0，我们称该马尔可夫过程是不可约的。
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容易看出，连续时间马尔可夫过程的不可约性等价于其对应的离散时间马尔可夫链的

不可约性。对于连续时间马尔可夫过程，我们有一定的概率在原状态保持一定时间不动，所

以无周期性是自然成立的。

同样地，我们可以定义平稳分布。 这儿 𝜋⊤𝑃𝑡 的定义可以类比于矩阵乘法：

𝜋⊤𝑃𝑡 : 𝑗 ∈ Ω ↦→
∑
𝑖∈Ω

𝜋 (𝑖 )𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗 ) .定义 9 (平稳分布). 若 Ω上的分布 𝜋 满足 ∀𝑡 ≥ 0，𝜋⊤ · 𝑃𝑡 = 𝜋⊤，我们称 𝜋 是该马尔可夫过程

的一个平稳分布。

命题 10. 分布 𝜋 是平稳分布当且仅当 𝜋⊤𝑄 = 0。

证明. 我们先来证明“仅当”。假设 𝜋 是平稳分布，那么对于任意的状态 𝑗 ∈ Ω 以及时间 𝑡 > 0，
有

∑
𝑖∈Ω 𝜋 (𝑖)𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) = 𝜋 ( 𝑗)。对该式两边求导可得

∑
𝑖∈Ω 𝜋 (𝑖)𝑃 ′

𝑡 (𝑖, 𝑗) = 0。由 KFE，𝑃 ′
𝑡 (𝑖, 𝑗) =∑

𝑘∈Ω 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑘)𝑄 (𝑘, 𝑗)，故

0 =
∑
𝑖∈Ω

𝜋 (𝑖) ·
(∑
𝑘∈Ω

𝑃𝑡 (𝑖, 𝑘)𝑄 (𝑘, 𝑗)
)

=
∑
𝑘∈Ω

𝑄 (𝑘, 𝑗) ·
∑
𝑖∈Ω

𝜋 (𝑖) · 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑘)

=
∑
𝑘∈Ω

𝑄 (𝑘, 𝑗) · 𝜋 (𝑘).

下面我们证明另一个方向，若 𝜋⊤𝑄 = 0，由 KBE，

d (𝜋⊤𝑃𝑡 ) ( 𝑗)
d𝑡

=
∑
𝑖∈Ω

𝜋 (𝑖) · 𝑃 ′
𝑡 (𝑖, 𝑗)

=
∑
𝑖∈Ω

𝜋 (𝑖) ·
(∑
𝑘∈Ω

𝑄 (𝑖, 𝑘)𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗)
)

=
∑
𝑘∈Ω

𝑃𝑡 (𝑘, 𝑗) ·
∑
𝑖∈Ω

𝜋 (𝑖)𝑄 (𝑖, 𝑘) = 0.

这说明 (𝜋⊤𝑃𝑡 ) ( 𝑗) 的值始终是常数，而 𝜋⊤𝑃0( 𝑗) = 𝜋 ( 𝑗)，故 𝜋⊤ · 𝑃𝑡 = 𝜋⊤ 成立。 □

我们之前讲过，对于离散时间的马尔可夫链，满足细致平衡条件的分布一定是平稳分

布，这个结论对于连续时间马尔可夫过程也成立，只需要把定义里面的 𝑃 换成 𝑞 就好。

命题 11. 若对于任意的状态 𝑖 ≠ 𝑗，若分布 𝜋 满足 𝜋 (𝑖)𝑞(𝑖, 𝑗) = 𝜋 ( 𝑗)𝑞( 𝑗, 𝑖)，则 𝜋 是该马尔可

夫过程的一个平稳分布。
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证明. 由命题 10，我们只需证明 𝜋 满足 (𝜋⊤𝑄) ( 𝑗) = 0 即可。由于 𝜋 满足细致平衡条件，(
𝜋⊤𝑄

)
( 𝑗) =

∑
𝑖∈Ω

𝜋 (𝑖) ·𝑄 (𝑖, 𝑗)

=
∑
𝑖≠𝑗

𝜋 (𝑖)𝑞(𝑖, 𝑗) − 𝜆 𝑗 · 𝜋 ( 𝑗)

=
∑
𝑖≠𝑗

𝜋 ( 𝑗)𝑞( 𝑗, 𝑖) − 𝜆 𝑗 · 𝜋 ( 𝑗)

= 𝜋 ( 𝑗) ·
(∑
𝑖≠𝑗

𝑞( 𝑗, 𝑖) − 𝜆 𝑗

)
= 0.

□

示例 12 (生灭过程的平稳分布). 我们计算示例 3中定义的生灭过程的平稳分布 𝜋，根据细致

平衡条件，对于任意的 𝑛 ≥ 1，𝜋 (𝑛) = 𝜆𝑛−1
𝜇𝑛

·𝜋 (𝑛−1)，以此类推，可以得出 𝜋 (𝑛) =
∏𝑛−1

𝑘=0 𝜆𝑘∏𝑛
𝑘=1 𝜇𝑘

·𝜋 (0)。

示例 13 (纯生过程，Yule process). 假设在生灭过程中 𝜇𝑛 = 0，𝜆𝑛 = 𝛽𝑛，其中 𝛽 > 0是一个常
数，这是一个生育率为 𝛽 的纯生过程。我们首先来计算 𝑃𝑡 (1, 𝑗)，对于 𝑗 ≥ 1，由 KFE可知，

𝑃 ′
𝑡 (1, 𝑗) = 𝛽 ( 𝑗−1) ·𝑃𝑡 (1, 𝑗−1)−𝛽 𝑗 ·𝑃𝑡 (1, 𝑗)，通过递推计算，可以得出 𝑃𝑡 (1, 𝑗) = 𝑒−𝛽𝑡 ·

(
1 − 𝑒−𝛽𝑡

) 𝑗−1。
进一步地，我们可以通过 𝑃𝑡 (1, 𝑗)来计算任意的 𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗)（其中 𝑖 < 𝑗），通过枚举这个初始的 𝑖

个人中每个人的家族人数变化，可以得出

𝑃𝑡 (𝑖, 𝑗) =
∑

𝑛1+···+𝑛𝑖=𝑗,
𝑛𝑘 ≥1

∏
1≤𝑘≤𝑖

𝑃𝑡 (1, 𝑛𝑘) =
(
𝑗 − 1
𝑖 − 1

)
·
(
𝑒−𝛽𝑡

)𝑖
·
(
1 − 𝑒−𝛽𝑡

) 𝑗−𝑖
.

纯生过程是一个可约的马尔可夫过程，并且易知它不存在平稳分布。

示例 14 (示例 7的平稳分布). 我们来计算示例 7中定义的状态空间 Ω = {1, 2} 的马尔可夫过
程的平稳分布，根据细致平衡条件，我们可以列出以下方程：

𝜆 · 𝜋 (1) = 𝜇 · 𝜋 (2)

𝜋 (1) + 𝜋 (2) = 1
.

解得 𝜋 (1) = 𝜇
𝜆+𝜇 , 𝜋 (2) =

𝜆
𝜆+𝜇。

A 连续与离散时间马尔可夫过程的对应关系

连续时间与离散时间的马尔可夫过程联系紧密，在本讲的最后，我们把这二者对应的

概念放在一起对照着食用。我们认为熟识这个对比可以提供很好的直观，并对未来学习连

续状态空间的马尔可夫过程很有帮助。

科尔莫格洛夫老师看着你
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概念 连续时间马尔可夫过程 {𝑋 (𝑡)}𝑡 ∈ℝ≥0 离散时间马尔可夫链 {𝑋𝑡 }𝑡 ∈ℕ

转移概率 𝑃𝑡 𝑃 𝑡

跳转速率 ∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝑞(𝑖, 𝑗) := limℎ→0
𝑃ℎ (𝑖, 𝑗 )

ℎ
𝑃 (𝑖, 𝑗)

生成元 𝑄 𝑃 − 𝐼

KBE 𝑃 ′
𝑡 = 𝑄𝑃𝑡 𝑃 𝑡 − 𝑃 𝑡−1 = (𝑃 − 𝐼 )𝑃 𝑡−1

KFE 𝑃 ′
𝑡 = 𝑃𝑡𝑄 𝑃 𝑡 − 𝑃 𝑡−1 = 𝑃 𝑡−1(𝑃 − 𝐼 )
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