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1 𝜎-代数与信息

我们今天从另外一视角来看 𝜎-代数，即看成信息的集合。为了说明这一点，我们回顾

一下随机变量的定义。给定一个概率空间 (Ω,F,ℙ)，我们说函数 𝑋 : Ω → ℝ 是一个随机变

量， B(ℝ) 是 ℝ 上所有 Borel 集的集合当且仅当 𝑋 是一个可测函数，也就是说对于任何 𝐵 ∈ B(ℝ)，我们有 𝑋 −1(𝐵) ∈ F。这个

时候，我们也称 𝑋 是 F-可测的。同理，对于定义在 Ω 上的任意一个 𝜎-代数 G 和一个函数

𝑌 : Ω → ℝ，我们说 𝑌 是 G-可测的，当且仅当对于任何 𝐵 ∈ B(ℝ)，𝑌 −1(𝐵) ∈ G。

反过来，给定一个函数𝑋 : Ω → ℝ，我们用 𝜎 (𝑋 ) 表示使得𝑋 可测的最小的 𝜎-代数，容易

验证，𝜎 (𝑋 )总是存在的。直观上，对于离散的𝑋 我们可以把𝜎 (𝑋 )理解成
{
𝑋 −1(𝑥) : 𝑥 ∈ Im(𝑋 )

}
所构成的 Ω 的分划所生成的 𝜎-代数。这个直观帮助我们理解这个概念很重要。实际上，对

于一般的 𝑋 我们有下面命题。

命题 1. 𝜎 (𝑋 ) =
{
𝑋 −1(𝐵) : 𝐵 ∈ B(ℝ)

}
.

命题的验证很简单，首先根据定义 𝜎 (𝑋 ) 必

须包含
{
𝑋 −1 (𝐵) : 𝐵 ∈ B(ℝ)

}
。其次，我

们可以通过定义直接验证{
𝑋 −1 (𝐵) : 𝐵 ∈ B(ℝ)

}
本身是一个 𝜎-代数。

我们可以自然地把定义推广到多个随机变量 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 上。我们用 𝜎 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) 表示使

得 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) 的联合分布可测的最小的 𝜎-代数。容易验证

𝜎 (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) = 𝜎

( ∪
𝑖∈[𝑛]

𝜎 (𝑋𝑖)
)
.

同样，如果是无穷多个随机变量 {𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐼 }，那么 𝜎 ({𝑋𝛼 : 𝛼 ∈ 𝐼 }) := 𝜎 (∪𝛼∈𝐼 𝜎 (𝑋𝑖))。
我们今天会有很多比较抽象的概念，因此，脑子里一直有下面这个运行例子是比较重

要的。我们考虑投掷一个公平的六面骰子的概率空间 (Ω,F,ℙ)，其中 Ω = [6]，F = 2Ω ,
∀𝑖 ∈ Ω,ℙ [{𝑖}] = 1

6。我们定义四个随机变量：

• 𝑋1 : 𝑖 ∈ Ω ↦→ 𝑖，即 𝑋1 表示掷出来的点数；

• 𝑋2 : 𝑖 ∈ Ω ↦→ 𝕀[𝑖≥4]，即 𝑋2 表示掷出来的点数是“大”还是“小”；

• 𝑋3 : 𝑖 ∈ Ω ↦→ 𝑖 mod 2，即 𝑋3 表示掷出来的点数除 2 之后的余数；

• 𝑋4 : 𝑖 ∈ Ω ↦→ 𝑖 mod 4，即 𝑋4 表示掷出来的点数除 4 之后的余数。

我们可以分别计算𝜎 (𝑋𝑖)。由于𝑋𝑖 是离散的随机变量，我们只需要给出分划
{
𝑋 −1(𝑥) : 𝑥 ∈ Im(𝑋 )

}
就可以了。回忆到我们之前介绍过，对于一个集族 A ⊆ 2Ω，𝜎 (A) 为包含 A 的最小 𝜎-代数。

于是，稍作思索可以得到

• F1 = 𝜎 (𝑋1) = 𝜎 ({{1} , {2} , {3} , {4} , {5} , {6}})；

• F2 = 𝜎 (𝑋2) = 𝜎 ({{1, 2, 3} , {4, 5, 6}})；
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• F3 = 𝜎 (𝑋3) = 𝜎 ({{1, 3, 5} , {2, 4, 6}})；

• F4 = 𝜎 (𝑋4) = 𝜎 ({{4} , {1, 5} , {2, 6} , {3}})。

回忆我们说一个函数 𝑓 : ℝ → ℝ 是 Borel 的，当且仅当 𝑓 是 (ℝ,B(ℝ)) 可测的。下面命

题可以说明，为什么我们把 𝜎-代数称为信息的集合。

命题 2. 随机变量 𝑌 是 𝜎 (𝑋 )-可测的当且仅当存在一个 Borel 𝑓 使得 𝑌 = 𝑓 (𝑋 )。

命题的证明见我的概率论讲义。这个命题想说明这样一件事情：一个随机变量 𝑌 是另一个随机变量 𝑋 生成的 𝜎-代数可

测，意味着如果知道了 𝑋 的取值，那么 𝑌 的取值也就知道。换句话说，𝑋 包含了 𝑌 的所有

信息，这等价于 𝜎 (𝑌 ) ⊆ 𝜎 (𝑋 )。也就是说，如果我想知道随机变量 𝑌 的取值，我并不需要知

道随机试验得到了哪个样本点 𝜔 ∈ Ω，而只需知道随机试验得到的样本点在 𝑋 上的取值即

可。

我们用前面的例子来检查一下这个结论，希望大家能够仔细弄清楚。

• 首先，由于 F1 = F，因此 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, 𝑋4 均是 F1-可测的。这是很显然的，因为 𝑋1(𝑖) = 𝑖

就返回随机实验得到的样本点本身，F1 包含了“投一个公平六面骰子”的全部信息。

• 𝑋3 是 F4 可测的。这个从 F3 和 F4 的定义上可以看出来，但直观上它想说的事情是，“如

果我们知道一个数除 4的余数，那自然也就知道其除 2的余数”。因此，𝑋3 可以写成 𝑋4

的函数（𝑋3 = 𝑋4 mod 2 ）。但是反过来就不对，因为我们知道一个数除 2 的余数，并

不能够得到其除 4 的余数，𝜎 (𝑋3) 包含的信息严格少于 𝜎 (𝑋4)。

• F2 和 F3 是不能够比较的，因此，𝑋2 和 𝑋3 互相不能写成对方的函数。因为，知道一个

数是否大于等于 4 不能确定其除 2 的余数，反之亦然。

2 条件期望的定义

我们接着来引入概率论里面的一个核心概念：条件期望，这是我们在未来继续学习随

机过程的时候必不可少的语言。在今天的讨论里，我们还是固定一个概率空间 (Ω,F,ℙ)。给

定事件 𝐴, 𝐵 ∈ F，在 ℙ [𝐵] > 0 的时候，我们定义过条件概率 ℙ [𝐴 | 𝐵] := ℙ[𝐴∩𝐵 ]
ℙ[𝐵 ] 。我们也定

义过给定事件 𝐵 之后随机变量 𝑋 的条件概率：E [𝑋 | 𝐵] := E[𝑋 ·𝟙[𝐵 ] ]
ℙ[𝐵 ] 。 随机变量 𝑋 可积（integrable）指的是

E [ |𝑋 | ] < ∞。

对于两个随机变量 𝑋

和 𝑌，我们今天的目标是定义记号 E [𝑌 | 𝑋 ]。在我们今天所有的讨论中，均假设 𝑋 和 𝑌 是

可积的。

https://notes.sjtu.edu.cn/s/a3RMHK0Ij
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2.1 𝑋 是离散随机变量的场合

我们首先假设 𝑋 是离散的随机变量，即 𝑋 的取值 Im(𝑋 ) = {𝑥1, 𝑥2, . . . }。对于每一个 𝑥𝑖，

我们知道 [𝑋 = 𝑥𝑖] 是一个概率非零的事件，因此按照我们上面的定义

E [𝑌 | 𝑋 = 𝑥𝑖] =
E [𝑌 · 𝟙 [[𝑋 = 𝑥𝑖]]]

ℙ [𝑋 = 𝑥𝑖]
.

显然这是一个关于 𝑥𝑖 的函数，换句话说，我们可以找到一个 Borel 函数 𝑓 : ℝ → ℝ 满足

𝑓 : 𝑥𝑖 ↦→ E [𝑌 | 𝑋 = 𝑥𝑖] .

于是，我们定义 E [𝑌 | 𝑋 ] := 𝑓 (𝑋 )。换句话说，E [𝑌 | 𝑋 ] 是一个随机变量，满足

E [𝑌 | 𝑋 ] : 𝜔 ∈ Ω ↦→ 𝑓 (𝑋 (𝜔)) .

这里 𝐴 ⊔ 𝐵 是非交并的意思，它只对

𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ 的集合定义。

我们应该这样看待这个定义：𝑋 定义了样本空间的一个分划 Ω =
⊔

𝑛≥1 Λ𝑛，其中 Λ𝑛 =

𝑋 −1(𝑥𝑛)。对于每一个 𝜔 ∈ Ω，如果其属于 Λ𝑘，则 E [𝑌 | 𝑋 ] (𝜔) 的值为 𝑌 在 Λ𝑘 上的条件

期望，即 E [𝑌 | Λ𝑘]。这是理解条件期望以及它的相关性质的最重要的直观。

继续考虑投掷一个公平的六面骰子的概率空间 (Ω,F,ℙ)，其中 Ω = [6]，F = 2Ω , ∀𝑖 ∈
Ω,ℙ [{𝑖}] = 1

6。我们定义四个随机变量

• 𝑋1 : 𝑖 ∈ Ω ↦→ 𝑖，即 𝑋1 表示掷出来的点数；

• 𝑋2 : 𝑖 ∈ Ω ↦→ 𝟙 [[𝑖 ≥ 4]]，即 𝑋2 表示掷出来的点数是“大”还是“小”；

• 𝑋3 : 𝑖 ∈ Ω ↦→ 𝑖 mod 2，即 𝑋3 表示掷出来的点数除 2 之后的余数；

• 𝑋4 : 𝑖 ∈ Ω ↦→ 𝑖 mod 4，即 𝑋4 表示掷出来的点数除 4 之后的余数。

那么我们有

• E [𝑋1 | 𝑋1] (𝑖) = 𝑋1(𝑖);

• E [𝑋1 | 𝑋2] (𝑖) =

5 if 𝑖 ≥ 4;

2 if 𝑖 < 4.

• E [𝑋3 | 𝑋4] (𝑖) = 𝑋3(𝑖);

• E [𝑋4 | 𝑋2] (𝑖) =


2+0+2
3 if 𝑖 is even;

1+3+1
3 if 𝑖 is odd.

此外，我们还可以注意到一个事实，就是 E [𝑌 | 𝑋 ] 的定义实际上只与 𝑋 所定义出来的

分划 Λ1,Λ2, . . . 有关，而与 𝑥1, 𝑥2, . . . 的具体取值无关。换句话说，E [𝑌 | 𝑋 ] 实际上只与 𝑋 生

成的 𝜎-代数 𝜎 (𝑋 ) 有关。
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2.2 𝑋 与 𝑌 有联合密度函数的场合

设 𝑓𝑋𝑌 (𝑥,𝑦) 是 𝑋 与 𝑌 的联合密度函数。在边缘密度函数 𝑓𝑋 (𝑥) ≠ 0 的时候，我们之前

定义过条件期望

E [𝑌 | 𝑋 = 𝑥] =
∫
ℝ
𝑦𝑓𝑋𝑌 (𝑥,𝑦) d𝑦

𝑓𝑋 (𝑥)
.

可以看出，这也是一个关于 𝑥 的函数。我们可以找到一个 Borel 函数 𝑓 : ℝ → ℝ 满足

𝑓 : 𝑥 ↦→ E [𝑌 | 𝑋 = 𝑥] .

于是我们可以类似离散场合定义 E [𝑌 | 𝑋 ] := 𝑓 (𝑋 )。

2.3 一般随机变量的场合

对于一般的随机变量，合理的定义出 E [𝑌 | 𝑋 ] 不是一件简单的事情。事实上，我们先

抽象出前面两种特殊场合定义的条件期望满足的两个重要性质：

1. E [𝑌 | 𝑋 ] 是 𝜎 (𝑋 )-可测的；

2. 对于任何 𝐴 ∈ 𝜎 (𝑋 )，
∫
𝐴
𝑌 dℙ =

∫
𝐴
E [𝑌 | 𝑋 ] dℙ。

因为我们知道存在一个 Borel 𝑓 满足 E [𝑌 | 𝑋 ] = 𝑓 (𝑋 )，所以 E [𝑌 | 𝑋 ] 是 𝜎 (𝑋 )-可测是显

然的。我们现在分别对于离散和具有联合分布函数的两种场合验证第二点。

离散随机变量 我们知道 Ω =
⊔

𝑛≥1 Λ𝑛。我们知道对于每一个 𝐴 ∈ 𝜎 (𝑋 )，都可以写成若干

Λ𝑘 的并，因此根据积分的可加性，我们只需要对 𝐴 = Λ𝑘 证明即可。这个时候，我们知道根

据定义，对于每一个 𝜔 ∈ Λ𝑘，E [𝑌 | 𝑋 ] (𝜔) 的取值均为 E [𝑌 | 𝑋 = 𝑥𝑘]，所以∫
Λ𝑘

E [𝑌 | 𝑋 ] dℙ = E [𝑌 | 𝑋 = 𝑥𝑘] · ℙ(Λ𝑘) = E [𝑌 · 𝟙 [[𝑋 = 𝑥𝑘]]] =
∫
Λ𝑘

𝑌 dℙ.

具有联合分布的随机变量 对于 𝐴 ∈ 𝜎 (𝑋 )，我们知道，存在 𝐵 ∈ B 使得 𝐴 = 𝑋 −1(𝐵)。我们

首先有 ∫
𝐴

𝑌 dℙ =
∫
ℝ

∫
ℝ

𝑦 · 𝑓𝑋𝑌 (𝑥,𝑦) · 𝟙 [[𝑥 ∈ 𝐵]] d𝑥 ⊗ d𝑦.
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另一方面 ∫
𝐴

E [𝑌 | 𝑋 ] dℙ =
∫
𝐵

𝑓𝑋 (𝑥) · E [𝑌 | 𝑋 = 𝑥] d𝑥

=
∫
𝐵

𝑓𝑋 (𝑥) ·
(∫

ℝ

𝑦 · 𝑓𝑌 |𝑋 (𝑦 |𝑥) d𝑦
)
d𝑥

(Fubini-Tonelli) =
∫
ℝ

𝑦 ·
(∫

𝐵

𝑓𝑋𝑌 (𝑥,𝑦) d𝑥
)
d𝑦

=
∫
ℝ

∫
ℝ

𝑦 · 𝑓𝑋𝑌 (𝑥,𝑦) · 𝟙 [[𝑥 ∈ 𝐵]] d𝑥 d𝑦.

我们把上面两个性质当做条件期望的定义。我们更一般的给出一个随机变量 𝑌 在一个

𝜎-代数的条件下的条件期望定义。

定义 3 (条件期望). 设 (Ω,F,ℙ) 是个概率空间，𝑋 是一个定义在其上的可积的随机变量，

G ⊆ F是一个子 𝜎-代数。我们说一个随机变量 𝑍 : Ω → ℝ是给定 G后 𝑋 的条件期望，并记

作 𝑍 = E [𝑋 | G]，当且仅当其满足：

1. 𝑍 是 G-可测的；

2. 对于每一个 𝐴 ∈ G，
∫
𝐴
𝑍 dℙ =

∫
𝐴
𝑋 dℙ。

在这个定义的基础上，对于随机变量 𝑋，我们定义 E [𝑌 | 𝑋 ] := E [𝑌 | 𝜎 (𝑋 )]。

我们有的时候也使用“条件概率”ℙ [𝐴 | G] 的记号，它被定义为 E [𝟙 [𝐴] | G]。我们对于

条件期望的定义比较抽象，它和我们之前遇到过的大多数数学对象都不一样，是通过“描述

性质”的方法来定义的。所以我们必须说明其合理性。首先是“唯一性”：

命题 4. 如果 𝑍 和 𝑍 ′ 都是满足上面两个条件的随机变量，那么 𝑍 = 𝑍 ′ a.e.

证明. 根据定义的第二条，我们知道 𝑍 和 𝑍 ′ 都是可积的。设 𝐴 = {𝜔 ∈ Ω : 𝑍 (𝜔) > 𝑍 ′ (𝜔)}。
于是 ∫

𝐴

𝑍 − 𝑍 ′ dℙ =
∫
𝐴

𝑍 dℙ −
∫
𝐴

𝑍 ′ dℙ =
∫
𝐴

𝑋 dℙ −
∫
𝐴

𝑋 dℙ = 0.

即 ℙ [𝑍 > 𝑍 ′] = 0。同理 ℙ [𝑍 < 𝑍 ′] = 0。因此 ℙ [𝑍 = 𝑍 ′] = 1。 □

最后，我们要说明这样一个 𝑍 总是存在的。它是测度论里面的 Radon-Nikodym定理的

推论，它的证明超出了这门课的范围。感兴趣的读者可以参考概率论的教材。

3 条件期望的性质

我们现在讨论条件期望的性质。可以很容易验证，我们定义的期望，本身也是条件期

望的一个特殊情况，即 G = {∅,Ω} 是最简单 𝜎-代数。
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1. E [𝑋 ] = E [𝑋 | {∅,Ω}]。

2. 如果 𝑋 是 G-可测的，那么 E [𝑋 | G] = 𝑋 a.e.

证明. 根据条件期望的定义，这是显然的（𝑋 是 G-可测且对任意 𝐴 ∈ G，∫
𝐴

𝑋 dℙ =
∫
𝐴

𝑋 dℙ. □

3. 条件期望的一个核心的性质是所谓的“tower rule”。假设 G1, G2 ⊆ F，并且满足 G1 ⊆ G2。

换句话说，G1 是比 G2 更粗的 𝜎-代数。那么

E [E [𝑋 | G1] | G2] = E [E [𝑋 | G2] | G1] = E [𝑋 | G1]。

也就是说，当条件期望复合出现的时候，最终剩下的总是更“粗”的 𝜎-代数。

证明. E [𝑋 | G1] 是 G1-可测的，因此也是 G2-可测的。于是根据性质 (2)，

E [E [𝑋 | G1] G2] = E [𝑋 | G1] .

另一方面，对于任意一个 𝐴 ∈ G1，我们知道其也 ∈ G2，∫
𝐴

E [𝑋 | G2] dℙ =
∫
𝐴

𝑋 dℙ =
∫
𝐴

E [𝑋 | G1] dℙ.

又 E [𝑋 | G1] 是 G1-可测的，所以

E [E [𝑋 | G2] | G1] = E [𝑋 | G1] .

□

4. E [E [𝑋 | G]] = E [𝑋 ]

这个性质是 (1)和 (3)的简单推论，但是在很多概率的计算中非常有用。我们通常使用的

方式是 E [𝑋 ] = E [E [𝑋 | 𝑌 ]]，它可以解读成“为了计算𝑋 的平均值，我们先按照𝑌 分类，

对𝑌 的每种情况计算对应𝑋 的平均值，再对𝑌 的取值求平均”。比如说，我们让 (Ω,F,ℙ)
为班上所有同学的均匀分布。𝑋 为同学的身高，𝑌 为同学的性别，那么 E [𝑋 | 𝑌 ] 就表

示随机抽一个同学，和该同学同性别的同学的平均身高。而 E [E [𝑋 | 𝑌 ]] = E [𝑋 ] 的直

观含义就是，先统计男生平均身高和女生平均身高，然后再按照男生女生人数的比例

对这两个数平均，就得到了全班同学的身高。
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5. 如果 𝑋 是 G-可测的，并且 𝑋𝑌 是可积的，那么 E [𝑋𝑌 | G] = 𝑋E [𝑌 | G] a.e.

这个性质和（2）一样告诉我们，在做计算的时候，如果 𝑋 是 G-可测的，说明它在“已

知 G”的信息下，它没有什么随机性，因此可以当成一个常数一样从期望里拿出来。

对于离散的随机变量 𝑋，可以使用定义简单的证明。对于一般的 𝑋，我们可以通过对

𝑋𝑘 的情况取极限得到。这个证明留做练习。

大量关于期望的性质都可以推广到条件期望，我们罗列如下。他们均可以通过定义简

单证明。

(6) E [𝑎𝑋 + 𝑏𝑌 | G] = 𝑎E [𝑋 | G] + 𝑏E [𝑌 | G] a.e.

(7) 如果 𝑋 ≥ 0 a.e., 那么 E [𝑋 | G] ≥ 0 a.e.

(8) |E [𝑋 | G] | ≤ E [|𝑋 | | G] a.e.

(9) 如果 𝑋 和 G 独立，那么 E [𝑋 | G] = E [𝑋 ]。

(10) 如果 𝑋𝑛 和 𝑋 均可积，并且 𝑋𝑛 ↑ 𝑋，那么 E [𝑋𝑛 | G] → E [𝑋 | G] a.e.

(11)【琴生不等式】如果函数𝜙 在定义域内是 convex的，并且𝜙 (𝑋 )是可积的。那么𝜙 (E [𝑋 | G]) ≤
E [𝜙 (𝑋 ) | G]。

我们将在之后几次课大量使用这些性质进行计算。但在计算的时候，需要非常小心。试

看下面一例：

示例 5. 假设我独立的投掷两个 6面骰子，𝑋 表示第一个的点数，𝑌 表示第二个的点数。那

么 E [E [𝑋 + 𝑌 | 𝑋 ] | 𝑌 ] 是多少？
根据定义，我们知道 E [𝑋 + 𝑌 | 𝑋 ] = 𝑋 + E [𝑌 | 𝑋 ] = 𝑋 + 3.5是一个 𝜎 (𝑋 ) 可测的随机变

量。于是

E [𝑋 + 3.5 | 𝑌 ] = 3.5 + E [𝑋 ] = 7.
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